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摘 要

本文考虑具有扰动项的超前型微分差分方程
,

证明了当退化方程具有负指数阶的有界解且扰

动项满足一定条件时
,

扰动方程也具有负指数阶的有界解
.

一
、

引 言

长期以来对微分差分方程的研究
,

主要是集 中于滞后型和中立型
,

而对超前型方程的探

讨
,

迄今为止仅见到为数不多的结果
〔‘’一 〔6 〕.

出现这种状况的原 因
,

主要是实 际 应用背景的

推动力不同
.

现在情况有所改变
,

用超前型方程作为数学漠型的尝试正在引起人们的注意
.

如果象滞后型或中立型方程那样
,

初值给在初始集上
,
一般地讲超前型方程解存在的区

间是很短的
,

而且在通常意义下零解总是不稳定的
.

仁月一〔4 」改用在初始条件以 t。)二占之下
,

考虑方程在 (t
。 ,

+ co ) 上为有界的解的初值问题的提法来克服上述困难
.

这种提法是取 (t
。 ,

+ 的) , R N 的一切有界连续函数
,

以上确界范数构成的B a n a
ch 空间M作为解的状态空间

,

以代

替滞后型方程的状态空 间 C (〔一 : ,

O」; R 勺
.

由于状态空间取法的不同
,

因而在理论上与记

号
_

匕也有着很大的差别
.

文仁2 」等在方程满足 一定条件的情况下得到了有界解的存在性与唯

一性
.

然而就最简单的线性方程

云(t) = 乙 月
‘
(t )二(t+ r ‘) (0 = : 。< r ,

< ⋯ < r ,
) (1

.

1 )

而言
,

按他们的条件总是要求

{
一 ,A “

·, ’“
· < + -

可是常系数方程就不满足这条件
.

本文的作者试图从 另一途径寻找存在有界解的条件
.

由文

〔8 」可得出线性常系数方程存在有界解的条件
,

当 li m A ‘(t ) 存 在 时记 卫‘(t ) = 人
。十山

:

(t )

“= 0
,

1
,

⋯
,

P)
,

可得出在瓜
。

与 且‘,
(t ) 分别满足一定条件 时

,

对 任 意
。) 0 及 占〔R 万

,

方 程

.
林宗池推荐

.
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(1
.

1) 在 [ :
,

+ 二 )
_

匕存在满足初始条件双
: )二舀唯一的有界解 二 (t ; : ,

动 且 !双 t ; : ,

豹 }(

。: 、!占}e x p 仁一 J(t一 s )」
,

占> 0
,

t李 s 。

其中A
; 。

是N )< 刃 常数矩阵
,

A
; ,
(亡) 是 t〔仁0

,

月
一

、 )
_

匕的

N x N 函数矩阵
.

本文在线性方程 (1. 1) 具有这性质的解的前提下
,

分别就
_

卜述两 种 情 祝

讨论具有扰动项 的方程

夕(t ) = 乙月
‘

(t)夕(t + , ‘) + f(t
,

夕(t)
,

梦(t 十 r ,
)

,

⋯
,

夕(t + r ,
) ) (1

.

2 )

满足初始条件

刀(t
。
) = 占〔R N (t

。

) 0 ) (1
.

3 )

在〔亡
。 ,

+ 二)
_

仁有界解的存在性
、

唯一性
,

其中

f
:

R
十 只 G o R 万 ,

G = { (夕
。 ,

双 , ,

⋯
,

夕,
)

:
(夕

。,

⋯
,

夕,
)〔R 刃 , + ‘’,

!夕
‘

{(
c ;

}

木文中以 }
·

}表示R N中的范数
,

卜 !}表示一般的B a n
ac h空间中的范数

,

对叫
、

)〔M 记

}{沪(
·

) }{
。

-

= S U P
场‘0 < + 二

1沪(0 )卜 }}且{}二 S U P
to‘夕( + 加

乙 I月
、

(0 ) l

二
、

\co }A i(: ) { d , < + OO的 情 况

在这种情况下仁2 〕~ 〔4 1已得到方程 (1
.

1) 有界解的存在性
,

对扰动方程 (1
.

2) 有
:

定理 2
.

1 假设

i) 线性方程 (1
.

1) 对任意占〔R
N及 : > 0存在满足双

: )二言在仁:
,

+ co )上唯一 的 有界解
x (t ; s ,

占)并有 }
二 (t ; s ,

占) }( 。,

1叠}
e x p〔一乃“一 s )〕

,

6> o
,

t》 s ;

11) 在R
十 火 G 上f连续

,

对甲(
·

)〔G
;
== {甲 (

·

)
: 切(

·

)〔M
,

JJ甲(
·

)!I
、

、 《 e :

}有

}f(t
,

切(t )
,

甲(t + r :

)
,

⋯
,

切“+ r ,

)) !( 。Ze x p仁一 舫〕 (r》o ,
久> o ) (2

.

1 )

则存在实数产> 0与片》 0使得当 1引( 召
,

t0 》烤时方程 (1
.

2) 在「t
。 ,

十。 ) 上存在满足初始条

件 (1
.

3 ) 的有界解v 二卯(t )
,

且当t、 + 二时有卿(t )二 O (e x p 仁一 几
, t」)

,

0 < 之
,

< m in {d
,

几}
.

定理 2
.

2 如果线性方程 (1
.

1) 满足定理 2
.

1的条件i)
,

方程 (1
.

2) 的扰动项f有 (2
.

1)

式成立
,

并有

If(t
,

夕。
,

其中势(t
, a 。 ,

⋯
,

⋯
,

夕 ,
)一f (t

,

歹
。 ,

⋯
,

万
,
) {簇 , (t

,

},
。
一吓

。

!
,

一
,

},
,
一万

,

}) (2
.

2 )

a ,
)关于 t是连续非增的且对任一雪) o有

1im 劝(t
,

亡
,

⋯
,

亡) = 0 (2
.

3 )
‘ , + 国 ‘一气产. . J

P 十 1

关于
a ‘ (i 一 O

,

⋯
,

P) 是连续非减的
,

则存在 烤》O 使得对 t0 》烤 方程 (1
、

2) 与 (1
.

3) 至

多具有一
个有界解

.

定理 2
.

3 如果满足定理 2
.

1的假设条件并有 (2
.

2)
、

(2
.

3) 式成立
,

则 方 程 (l
.

2) 的

有界解连续依赖于初值
.

为了证 明上述定理要用到几个引理

引理2
.

1 如果线性方程 (1
.

1) 满足定理 2
.

1的条件 i )
,

则存在 一 R N 、 R N 的发展系统

U (t
, : ) O( s《 t< + 。有

:

}}U (t
, s )}}《 阴, e x p 〔一 d (t一 s )〕 (0( :

( t< + 。 ) (2
.

‘)
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a0t
。(!

, ·

卜息
A ‘(! , U ‘才+

一
,

(2
.

5 )

证明 对任意雪〔R
N
及O(

s
簇t < + 二由

U (r
, s )蜜二x (t ; ; ,

舀)

确定U (t
, s )

:
R 刀。 R 万

,

显然地U (t
, s )是R N上的线性算子

,

并由

e x p [ d (t一 s )」!IU (t
, s ) {}= e x p [d (t一 : )〕s o p {U (t

, : )占}二
e x p [ d (t一 s )〕

}占}二 1

智
lx (t

; s ,

舀) l镇
e x p 仁占(t一 s )〕 s u p 。 :

}占1
e x p〔一占(t一 s )卜 tn l

证得U (才
, : )是 R N上的有界算子且

发展系统
,

对任一雪〔R
刀
有

1雾}一 1

(2
.

4) 式成立
,

显然地 U (t
, : ) 0簇 s气 t< 十 冈是R N 上的

吴
u (,

, ·); 一

吴
· (, ; 一 : )一 (, ; 一 ; )一

感
“‘(! )· (广+

一
、)

= 兄 月. (t )U (t+ r ‘ , s )占

即 (2
.

5) 式成立
.

证毕
。

引理 2
.

2 结果满足定理2
.

1的条件 i) 且扰动项f有(2
.

1) 式成立
,

则对任一叭
·

)〔G
: ,

对

g (t
,

华(t)) = f (t
,

切(才)
,

⋯ 卿(矛+ r ,
)) + 乙A ‘(t)

f t。+ r i _ _

}
, 。 曰 (‘+ r ‘,

‘+ 。 1
一‘

。
)j (‘+ 叮 1

一‘
。 ,

切 (才+ a ,
一 才

。+ r , ) )d a
:
+ 乙刁 ‘(t)

to + r f

甲(t + a ,
一 t。) U (t + r ‘ , r + a l

一 t。)

氢
A

!
‘, +

一
, “一

{
才。十 r i

U (t + a :
一 t。 + r 。 ,

t + J ,
+ a :

一 Z t。)f (t + a l
+ 几一 Zt。

,

切(t + a l
+ a Z

一 Zt。)
,

⋯
,

切(t + 。 , + 二 :
一 Zt。+ r ,

))d a
:
+ 乙 刀‘(t)

t o 十犷
,

U (t + r 、 ,

二
_

‘

r , 。+ r ‘

t + a :
一 t。) 乙 丑‘(t+ 口, 一 t。) d 口

,

} U (t + a 、
一 t。+ r ‘,

t + a ;
+ a :

一 Zt。)

存在”》 0
.

函数
。

证明

, 广t
。
+ r ,

‘

社
月“‘十 J l十 J Z

一 2‘。’“a
Z

}
广。 U “十 口诬+ 口 2

一 “‘
。
十 r ‘·‘+ “ 1

十 汀2
+ 口,

一 3‘。,

·

f (t + a ; + a : + a 3
一 3 t。

,

甲(t + a :
+ a : + 。3

一 3 t。)
,

⋯
,

甲(t + 二 : + a :
+ a 3

一 3 t。

+ r , ))d a
3
+ ⋯ (2

.

6 )

使得对t。》才关在〔t
。 ,

+ 。 )上 (2
.

6) 式右端的级数一致收敛
, g (t

,

甲(t ” 是 t 的连续

由
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{
一 ,““

T
, ’“

·< +
c 。

故存在户) O使得对 t。> 产有

,

{}A }}二 s梦p 乙 !A
‘(0) ! < m in

to 簇夕( +
。0 名二 1

( 2 斌 叔
.

占 飞
L 阴l

‘

仍 l 少

由 (2
.

1)
、

(2
.

4 )式通过H 6ld e r
不等式可算出(2

.

6 )式右端的第
”
项对才

。

> t关有

艺 月
,

(考){
r。+ r‘ _

二
U (t + , ‘ ,

t + a l
一t。) 乙 A ‘(t + a ,

一 t。) d a
,

to 十r ;

t。 + r ‘

U (t + a : + ⋯ 十 J 。 一 L
一 (”一 1 )t

。+ r ‘,

t + a L + ⋯ 十口
。

一耐
。
)

to

·

j(t + 。 ; + ⋯ + a 。
一 n t。

,

甲(t + a ,
+ ⋯ + a 。

一 n t。)

沪(r+ 口 ,
+ ⋯ + 口。

一 n t。+ r , ))d 叮
。

( 。Ze x p
卜 * ,〕(

一

粤
、l黑鉴、

’

(。一 1
,

2
,

⋯ ; ,》 , 。李‘; )

、 么入2 几 O ,

从而 (2
.

6) 式右端的级数在仁t
。 ,

十。 )上一致收敛
, g 。

,

中(t))连续并有

!。(,
,

: (, )) !、 2

少
2

凳了嘿
,

}{、 }: 二 p卜只‘: (‘、才
。

、 , ·)
(2

.

7 )

证毕
。

引理2
.

3 如果满足引理 2
.

2的条件
,

则对t。) 尹扰动方程 (1
.

2) 与 (1
.

3) 在 〔t
。 ,

+ 。 )
_

上的

有界解等价于积分方程
: “, 一U “

,

‘。)“十

{;
U “

,

· , 。‘一、(·, , “J

(2
.

8 )

在 [t
。 ,

+ 。 )
_

上的有界解
.

证明 设 沪(t )是方程 (2
.

8) 在〔t
。,

十 。 )上的有界解
,

由 (2
.

6) 式及f的定义应有沪 (
·

)〔G
, ,

由引理 2
.

2 知g (。
,

沪(a) )在〔t
。 ,

十 “ )上连续有

兰
、 (。)一 旦

‘

。 (,
,

, 。) ; + 。 (,
,

, )。(,
,

, (, )) + {
‘

呈u (,
,
。)。(。

,

, (a ) )、。

“‘ t, ‘ J 才o LI ‘

由(2
.

5 )
、

(2
.

6 )
、

(2
.

8 )式可得出甲 (t)是扰动方程 (1
.

2 )适合 (1
.

3 )在仁t
。 , 一

卜。)上的有界解
.

反之
,

设甲(t )是初值问题 (1
.

2) 与(1
.

3) 在仁t
。 ,

十 co )上的有界解
,

由 f 的定义应有叭
·

)〔

G ; ,

故可通过 (2
.

6 )式作出g “
,

切(t))
,

考虑

。 (, )一、(, )一 }
‘ “(,

,
二 )。(。

,

, (a ) )、a

J to

由 (2
.

4 )
、

(2
.

8 )两式有】】。 (
·

) {}。 < + 。
,

且 。 (t) 是线性方 程 (1
.

1 ) 适合初始条 件 (1
.

3 ) 在

〔t
。 ,

十。 )上的有界解
,

由有 界解的 唯一性有。 (t) 一二 (t ;t。
,

妇二 U (t
,

t。)占故有

, (, )一 u (,
,

, 。): + (
‘ 。 (,

,
。)。(。

,

* (a ))。a

证毕
.
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定理 2
.

1的证明 对每一 甲(
·

)〔G
I ,

由引理 2
.

2知可通过 (2
.

6) 式作出口
。 ,

十。 )

5 3 9

_

仁的连续

函数 g (t
,

甲(t ))
,

考虑M 中的凸闭子集G ;及定义在其上的积分算子

尸矛

(T 甲) (t) == U (t
,

t。) 占+ I U (t
,
a )g (。

,

甲(a ))d a (切(
·

)〔G
,
)

有

, ‘犷切, “, ’簇阴
!
’“, + 2

井飞导
‘

些福治i (t》 t。)

取产 ) o使得
m Ze x p 仁一凡矛关」

2刚 几6 一 m ,

l}且 }}

当t。》 t贯二 m a x {t 关
,

矛关 }时记

e 1 m Ze x p [一 几t
。

〕
m ,

一 2斌 几己
一
二而r}A !! > 0

则当 }引簇拼时由(2
.

1) 与 (2
.

7) 式可以证明T 是将G :
映入它自身的全连续算子

,

由S c hau d e r
不

动点原理知至少存在一点沪(. )〔G
, ,

有(T帅 (. ) = 甲(
·

)
,

则梦= 叫0 即为扰动方程 (1
.

2) 适合

(1
.

3) 在〔t
。 ,

+ 冈 )上的有界解
.

对。< 之
,

< m in 福d
,

几}由 (2
.

8 )与 (2
.

7 )式可算出
:

}
e x p仁之

: t〕甲(t) !簇m , e x p〔占t
。

〕J占,
e x p厂一必一 大

,

)t〕+ 之 (t)

其 中

m l川 2

2 心 只d 一。 , }l月 }}

2斌 久d

几一 d

一 e x p〔一 (只一 j ) t」}

e x p 〔一 (d一 几,)tH e x p〔一扭一 d)t
。

」

(占< 只)

X (t) =
m , 。2 2斌 只d

2斌 几d 一 m ; {}A }{
e x p仁一 (d一几, ) t」

·

(t一 t。) (d二 六)

m l济2

2澎 元d 一。 : {}且 }}

2

乳护
、二 p
卜 “一“

1

川一
p 卜‘“一 ‘川

均有 lim z (t) = 0
,

·

e x p〔(占一元)t
。

〕} (J> 之)

即当 t* + 。时切(t)二 O (e x p仁一几
It〕)

,

证毕
.

定理 2
.

2的证明 设 沪 ;
(t) 与甲

:
(t )是方程 (1

.

2) 适合 (1
.

3) 在〔才
。 ,

+ 二 ) 上的 两个有界解
,

由(2
.

8) 式有

!甲
,

(t)一甲
:

(t) }( }U (t
,

a ) ! }g (a
,

卯 :

(二 ))一 g (a
,

甲2 (a )) }d 。 (矛》 t。)

由户的取法知当t0 》户时有 }A }< 匀。
、

.

由(2
.

2)
、

(2
.

6) 式可得
:

l甲
,
(

·

)一甲
:
(

·

) {}。簇
阴1

己一 。、

IA {{
势(t

。 ,

11甲
,
(

·

)一甲
2
(

·

) }{。
,

⋯
,

}}切
,
(

·

)一甲
2

(
·

) !
汉 )

)

如果 }}望
1
(

·

)一切
:
(

·

) l
, 。

铸 0
,

势(t
。 ,

1{华
, ;
(

·

) 一宁
, 2
(

·

) }}

由(2
.

3 )式知存在 t苦苦》o使得对t。) t关书有

,

⋯
,

l切
;
(

·

)
,

一 , 。: (
·

) l
_

厂

)灯
乃一 m ,

}月 l

1陀1

刀l沪
,
(

·

)一切
2
(

·

) l

(0 < 刀< 1 )
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一

中
.

宜一林

则当t。) t言= m a x {t气 t共朴 }时应有

师
; (

·

)一甲
2

(
·

) l、 < 刀j}甲
; (

·

)一甲
:

(
·

)皿,

从而得出中
: (t)三切

2
(t)

,

t> t。
,

证毕
。

定理2
.

3的证明 设方程(1
.

2) 具有初值夕
‘

(t
。

)二雪‘(‘二 1
,

2 )

上的有界解分别记为甲
‘(t )

,

由(2
.

8) 式在〔t
。 ,

十 co )上有

!切
,

(t)一甲
2

(t) 1《m ,

}君
,
一舀

:

}+ 粉l甲
: (

·

)一甲: (
·

) I】,

(0< 刀< 1 )

t。> m a x { t兮
,

t言}在[t
。 ,

+ 、 )

(t》 t。
,

0 < 刀< 1 )

冲
,

(.) 一切:

(.) 100 (
,

匹J 睿
: 一雪2 }

l
一叮

证毕
。

三
、

lim
t一 + oo

A i(t )存在的情况

在这种情况下用文「8 〕的方法可得出方程 (1
.

1) 有界解的存在性
,

对扰动方程 (1
.

2) 有
:

定理 3
.

1 若线性方程 (1
.

1) 满足定理 2
.

1的条件 i )
,

方程 (1
.

2) 的扰动项f有(2
.

1) 式成

立且几> m in 魂。
,

IA n
,

, 受UA }{
2

/ 46 }
,

当几> 。
;

}A n时有

m Z

<
几一。

,

}IA ll

m 1
(3

.

la )

当几> m 贾}A n
Z

/ 4 6时有

帐 卫 塑孟匹匹
。:

(3
.

lb )

则存在实数拜> 0使得当 }占}( 拼时方程 (1
.

2) 在t> t。> o上存在满足 初 始 条件 (1
.

3) 的有界解

梦= 甲(t)
,

且当t , + co 时有甲(t) = O (e x p〔一几
; t〕)

,

o< 久: < m in {占
,

久}
.

定理3
.

2 如果线性方程 (1
.

1) 满足定理2
.

1的条件 i )
,

方程 (1
.

2) 的扰动项f有 (2
.

1) 式

成立
,

久> m in {m ,
11A i}

,

m 贾t}A !
,

/ 4 d }
,

并有

If (*
,

梦。
,

⋯
,

梦,
)一f (t

,

歹
。 ,

⋯
,

歹
,

) }簇m 3 e x p [一久t」〔l夕
。
一万

。

l+ ⋯ + !y
, 一歹

,

l〕

(t》t o ) (3
.

2 )

当几> m ,

IA ]]时有

m 3

< 一
几一 m :

l!A ]J

m 、

(P + 1 )
(3

.

3 a )

当几> m 全IA I}
“

/ 4己时有

m 3

<
2斌 几d 一。 , 】}且}}

m ,

(P+ 1 )
(3

.

3 b )

则 (1
.

2) 与(1
.

3) 至多只有一个有界解
.

定理3
.

3 如果满足定理 3
.

1的条件且有 (3
.

2) 与(3
.

3) 式成立
,

则方程 (1
.

2) 的有界解连

续依赖于初值
.

在上述定理的证明中要用到
:

引理 3
.

1 如果满足引理 2
.

2 的 条件
,

并有 元> m in {。
,

}A }
,

阴flI 川}
“

/ 4奸
,

则 对 任 一

切 (. )〔G
I ,

(2
.

6) 式右端的级数在〔t
。 ,

+ 二 )上一致收敛
,

g (t
,

甲(t))是 t的连续函数
.

证明 在几> m in 诬m : }{A }
,

。 1 1且 1
2

/4 J}的情况下可以象引理 2
.

2 那样证明对 华(. )〔G
, ,



一类超前型微分差分方程的有界解及其渐近性质

(2
.

6) 式右端 的级数在〔t
。 ,

十 。 )
_

}: 一致收敛
,

从而川 t
,

叫 t) )是 t的连续函数
,

且当 几> m ,

!}川}

时有

!g (t
,

沪(t) ) 1(

当几> 。老IA 1
2

/ 4 j时有

}g (才
,

切(t) ) 1簇

证毕
。

m Z几

几一胡
,

i}月 }{
e x p 「一几t」 (t》 t。) (3

.

4 )

2 m 2

心 只占

2斌兄d 一 m ,

{{刀 }}
e x p [一 几t」 (t乒r。) (3

.

5 )

注 显然在满足引理 3
.

1 假设条件的情况下
,

引理 2
.

3仍成立
.

定理 3
.

1的证明 对任一袱
·

)〔G
, ,

由引理 3
.

1知可由 (2
.

6) 式作出 在 〔t
。 ,

十。 ) 上的连续

函数 g (t
,

切(t ))
,

考虑M 中的凸闭子集 G l及定义在其上的积分算子

‘T : , “ , 一U “
,

‘。) : +

面:
。

U “
,
叮)。‘口

,

* ‘。 , )“口 ‘* ‘
·

, 〔G
l

,

当几
、

> m ,
IA JJ时取拼一 (c

,

加
,

)一 。: 2

/ (兄一 m ,

}}月IJ)
,

由(3
.

l a )式知有拼> o
,

当几> 阴全IA {“/ 4 6时取

拼== c l

/ 。
,
一。

2

/ (2 斌 兄d 一。
,

}}月 }})
,

由 (3
.

z b)式知有召> o
,

当 ,省{( 拼时由 (2
.

1 ) 及 (3
.

4 ) 或

(3
.

5) 式可以证 明T 是将 G
,

映入 自身的全连续算子
,

由 Sch au d e r
不动点原 理 知 至 少存在一

甲(
·

)〔G
I

有 (T 甲) (
·

) = 甲(
·

)
,

则夕= 甲(t)即为 (1
.

2 )满足 (1
.

3 )在〔t
。 ,

+ 、 ) 上的有界 解
.

用与

定理2
.

1的证明中同样的方法可证 明当t、 + 。时有切 (t) 二O (e x p〔一只
, t〕)

,

证毕
.

定理 3
.

2的证明 设沪,

(t )与甲
2

(t )是方程 (1
.

2) 满足 (1
.

3) 在仁t
。 ,

+ co )上的两个有界解
,

由

(2
.

8 )式有

I,
工

(, )一、
:

(, ) ,成 {
‘ }u (,

,

二) l,。(,
,

: 1

(。) )一 。(。
,

* :

(a ) ) !、。 (,》 , 。)

当只> m , }}月}}时由(2
.

4 )
、

(2
.

6 )和 (3
.

2 )式得出

l卯, (
·

)一 切
2

(
·

)】!二(
协 1阴 3

(P + 1)

之一。
,

}}月 if
!}甲, (

·

)一甲
2

(
·

) 11汉
〕

由 (3
.

3 a )得出甲
,

(t)二甲2 (t )t》 t。; 当几> 。 {}}A ll
艺

/ 4占时有

11切
,

(
·

)一甲2 (
·

) !}二(
。

乙

m z卿3
(P + 1 )

护厌西 一 m ;

}A
一

l沪
,
(

·

)一 甲:

(
·

) 1!,

由 (3
.

3 b )得出切
, (t)“切: (t)t) t。

.

证毕
.

定理3
.

3的证明 设方程 (1
.

2) 具有初值 , ‘(t
。
)二宜‘(f== 1

,

2) 在 「t
。 ,

十的 ) 上的有界解分别

记为切‘(t )
,

则 由(2
.

8) 式知在〔t
。 ,

十二 )上有

}:
1
(‘)一 : 2

(‘) l镇 }U (‘
,

‘。) 1 1占
1
一 占

2

, + }
才。

当几》阴
;

{月 {时
‘

由(2
.

4 )
、

(2
.

6) 及 (3
.

2) 式得出

{U (t
,

二
川 g (a

,

沪工

(a ))一刀(a
,

沪:
(a )) 】d a

之一 r,l ,

{{月 }}一脚
, 。。

(P + 1 )

几一。: ,

11月】}
}{切

,
(

·

)一甲
:
(

·

) }}
, _

( 阴 ,

}咨
:
一宜: {

由 (3
.

3 a )式有几一。
,

1】搜 {}一阴
, 。。

(户十 1 )少。
,

忍 ~

。‘; (久一 , , ; 」!!刀 {})

凡一。
,

IA I一 m , 阴3
(户+ 1)

记

、 O
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即有

同理当几> m 全}A I
“

/ 4 d时

其中

}}切
:

(

用 (3
.

l切: (

·

)一中
:

(
·

) 1}oo ( 沼 1雪
, 一占

:

!

3 b) 式可得出
·

)一 沪
2

(. ) 100 ( j 】占
, 一占

:

}

水 1

(2斌 久6 一 tn :
nA 皿)

一 2护又舀一。
;

}!A I一 m : m 。
(夕+ 1)

> O 证毕
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