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摘 要

本文研究包含有一根部份嵌入的迥转轴的半空间的性质
.

不 用 知道一给定的嵌入的轴的扭转

问题的精确解
,

这些性质能指出此半空间的位移或应力场的某些特点并且有时可以用来检 查 数值

解
.

文中给出嵌入半空间的受扭的刚性圆柱的轴的表面上的正确的应力分布的检查的例子
.

概 述

关于由一嵌入的扭转轴引起的受扭半空间的个别问题或类似问题 已有许多作者作过很好

的研究
.

F r e e o a n 和 K e e r 〔‘’
解了一弹性杆焊 在一个均质的半空间自由表面问题

.

L二
。’“’
解

了嵌入弹性半空间的刚性圆柱的扭转问题
.

K a r a s o di
,
R a ja p a ks e 和 H w a n g ￡”’解了嵌入一

层状的弹性半空间的长的圆柱形弹性杆的扭转问题
。

作者
〔‘ 1用线载荷积分方程法研究过刚性

变直径圆轴嵌入弹性半空间的扭转问题
.

但是
,

对包含一 母线为任意形状的光滑曲线的受扭

的嵌入迥转轴的均质的弹性半空间的性质的一般性的研究则是缺乏的
.

这种研究 是 有 价 值

的
.

它能指出半空间的位移或应力场的某些特点并且有时可用来检查数值解
.

当一 个问题的

精确解或实验很难作出时
,

判断一数值解的正确性如何是很困难的
.

例如
,

在 L ttc
。‘“’的文

章中嵌入半空间的受扭刚性圆轴的侧表面
: = r 。上应力介

。 (r
。 ,

z) 的分布图是一条曲线
,

它

在0( z/ L < 0
.

6时介 。(r
。 ,

z) 近似地保持常数值
,

但当。
.

6簇z/ L < 1时则急增 (L为嵌入长度) ;

而在作者的文〔4 〕中
,

介
。

(r
。 ,

力 在 。( 刁L < 1 范围内精确地保持同样值
.

要判断上述两数值

解那一个是正确的如缺乏理论分析就很难
.

在本文的第二节中
,

不用知道母线为某一给定曲

线的嵌入轴的扭转问题的精确解
,

便可对某些有意义的一般性质作分析
.

这些性质的应 用示

于第三节中
,

在那里
,

理论分析的结果表 明作者在文 「4」中所示的嵌在半空间中的受扭的刚

性圆柱表面上的应力分布是正确的
,

而 L uc
o 〔“ }

的结果是不正确的
.

二
、

包含一受扭迥转轴的半空间的性质

令
, ,

0
, : 为圆柱坐标轴且

二 为对称轴
.

因问题与 0 无关
,

半空间中一点的位置简记为

.
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(r
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令
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确
:

分别表示非零 的位移和应力分最
.

几
。
一 G (口:

/ 口
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二 G 门 :
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式中G 为半空间的剪切模量
.

半空间中的一点若它的应力是单值的则称之为非奇异点
.

点表示半空间中的
一

非奇异点
.

性质 1 在任一点 (r
,

z) 的圆柱状单元中
,

必存在有唯
-

n
表示此单元的零应力面的外法向

,
a 。

表示 n 与 r 轴的夹角

(2
.

1)

在下文中
,

除特别声明外
,

一

一

的平面
,

其上的应力为零
.

令

(图 1)
,

则有
:

{
厂

}

{
{
{
}
)

仁
_ 二

丁。。 (r
, z ,

a 。
)“ 0

又
一

厂

冬士
//

几¼/
、

l叫
!。t-山

.

�之�

一l卜

其中

证明

衡得
:

t a n a 。= r , 。( r
, : ) /

: 。:

( r
, 之 )

图 1 表示面上作用有正的剪应力的圆柱形单元的三角形楔块
.

( 2
.

2 )

( 2
.

3 )

由三角形单元的平

丁。。 ( r
, z ,

a ) 二 丁 , 。( r
, z ) e o s a 一 丫。: ( r

, z ) s i n a ( 2
.

4 )

令
: 。,

( r
, 二 ,

a 。) 二 o
,

我们得 ( 2
.

2 )和 ( 2
.

3 )
.

因 ( r
, : ) 是非奇异的

,

所 以 ( 2
.

3 ) 的 a 。
〔〔o

,
二/ 2〕是

唯一的
.

(无应力点例外 ) 甲甲

根据性质1
,

若将 ( r
,

z) 的零应力面光滑地从一点到另一点延伸
,

则形成一过 (r
,

力

的零应力迥转面
,

其母线在此称为零应 力跻线
.

令 P二P( 力是一零应力胁线
,

则我们有
:

t a n a 。
二 d夕/ d

z 二P
产( z )二 二。/

: 。:

( 2
.

5 )

性质 2 在任一点 (r
,

z) 的圆柱状单元中
,

和 零 应力面垂直的平面上作用的剪应力达

其极大值
.

证明 令 ( 2
.

4 ) 的 a r e 。

( r
, z ,

a ) / 口a = 0
,

得
:

t a n a :
二 一 : 。:

( r
, z ) /

二 , ,

( r
, z ) ( 2

.

6 )

( 2
.

6 )代入 ( 2
.

4 )
,

得
:

二 e 。 ( r
,

: ,

a ;
) 二仁: 草

。( r
, z ) + :

忍
:

( r
, z ) 〕

工
2
~ 饥a x 丁。,

( r
, z ,

a ) ( 2
.

7 )

因 护 : 。 。 ( r
, z ,

a ) / 口
a Z

】
a = a ,

= 一 : , , ( r
, z ) e o s a , 斗

一 : 。:

( r
, : ) s i n a l

< 0

又 由于 t a n a 。
·

ta n a ,
二 一 1

,

因此最大剪应力作用面和零应力面垂直
.

甲 7

根据性 质 2
,

若将 (r
,

z) 的最大剪应力面光滑地从一点到另一点延伸
,

则形成一光滑

的迥转面
,

其上的点 (r
,

z) 的
一

切平面上作用着最大剪应力
,

其母线在此称为最大剪应力跻

线
.

应当注意的是
:

在最大剪应力趾线
_

匕的点的最大剪应力通常是点点都不同的
,

但一零应

力赫线上任一点沿其切平面上作用的应力却总是等于零
.

应用零应力蹦线的这 一性质到此零

应力赫线上一点的邻域
,

我们得
:
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性质 3 令 t为零应力跻线 !:
一

点 (r
、

的 的切向
,

则有
:

a 二。
,

(r
, 二 ,

a 。
)/ 口t二 0 (2

.

8 )

证明 因 为过 (r
,

z) 的零应力跳线是从
一

点沿其零应力平面
,

也就是切 向 t
,

延伸到

其邻点而形成的
,

所以作用在 (r
,

力 的邻点的切面 匕的应力没有变化
,

亦即 (2
.

8) 成立
.

或者我们数学地 阐明如下
.

令
5 2二 (r + dr

, z + d力 和 。。二 (。
,

力 是一零应力胁 线 T 上的两

点
,

则我们有
:

: 。。 (5
2 ,

a 。

)二 o
, : 。 ,

(s
。 , a 。

)二 o
,

对所有
s : 〔T

于是 〔二。
。

(5
2 ,
。2

)一 二。,

(s
。 ,

a 。
)〕/ (

5 2
一 s 。)= o 对所有

: 2 (T 包括 (5
2
一 s。)。 o 均成立

.

因此
:

。: 。,

(r
, : , a 。

) / 口t二 lim [ : 。
。
(s

, ,

a Z
)一 : 。。 (s

。 , a 。
)〕/ (

5 2一 ; 。) = 0 7 7
(
、2一 、。)

、
0

定义 称功(s )二以
: ) /r 为点

: 二 (r
,

z) 的扭转角二
光滑母线S

,

若有功(s ) = B 二常数对

所有 正S成立
,

则称为等扭角曲线
.

性质 4 令 t
。

为等扭角曲线S 上一点
: 二 (r

,

习 的切向
,

则有
:

。功(
。) / 口t

。

二 o (2
.

9 )

证明 因八必(s ) = 必(s
,
)一功(s) 二 O对所有

: 1 ,

正S 包括 (s
,
一砂 、 0均成立

,

所以

a必(
: ) / 。t

。

= lim 八功(
。)八

。,
一 s)“ 0 甲7

5 1一 s分0

性质5 令 t 和 t。 分别代表一 零应力趾线 T 和 一等扭角曲线S在点
: 二 (r

,

z) 的切向
,

则

有 t上 t
, ,

亦即零应力胁线与等扭角曲线正交
.

证明 令 a 。和刀分别代表
z
轴和 t 以及 : 轴和 t

:

之间的夹角
.

由(2
.

9)
,

我们有
:

口功(
s ) / 口t

二

= a (。/
r )/ 口才

。

== 〔。(v /
r ) / 口r 」sin刀+ 〔口(

。/ r )/ 。
z 〕e o s刀“ 0

即得
: ta n

刀二 一
: 。:

(r
, z )/

: r 。(r
, : ) = 一 i / t

a n a 。

(2
.

1 0 )

(应用 (2
.

1 )和 (2
.

3 ))
.

现在
,

(2
.

1 0)表明了 t土 t , .

性质 6 过
一

点的等扭角曲线与过同
一

点的最大剪应力趾线重合
.

证明 作为性质 2 和性质 5 的结果的本性质是显而易见的
.

性质了 对一点 (r
,

力而言
,

若口肠
2

/沂 二 0且
: 。:

二 o
,

则口介
。

/ 口
z = o

性质8 对一点 (r
,

力 而言
,

若口介 。
/无二 o

,

则击
,

z/ 即“‘扩
r .

上述两性质由(2
.

1) 立即可得
.

七述诸性质适用于 (2
.

1) 式成立的情形
.

三
、

应 用 例 子

作为这些性质的应用的例子
,

让我们考虑
一
半径为

: 。 ,

长为 L的刚性受扭 圆柱嵌入一弹

性半空间中的例子
.

我们想要知道应力沿圆柱的侧表面和端表面的正确 的分布
.

因圆柱是刚性的且与半空间完全地粘连在一起
,

所以 圆柱侧表面上任 一 点 (r
。 ,

力 (0 (

z < L) 的扭角功二 v/
: 。保持同样值

,

也就是
: = , 。(0 ( : < L) 是

一

等扭角线5
.

5 在点(r
。,

习 的

切向与S 重合
,

即刀二 0
.

由性质5知二。= 刁 2
,

且 由(2
.

4 )
,

有
:

‘。:

(r
。 , : )“ 0

,

对0簇 z < L (3
.

1 )

由 (2
.

8 )
,

我们有
:

击
。:

(r
。 , z ) / 口

r “口: 。。

(r
。 , : , a 。

) / 口t= o
,

对 。簇 z < L (3
.

2 )

根据性质 7 ,

我们得
:

?冷
一?

r

,J
冷、-曰
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口介
。

/ 口
z “ 0 ,

对所有 (r
。 ,

习
, O簇 z < L (3

.

3)

(3
.

3) 表明了在侧表面上 0(
z < L 内剪应力 介。(r

。 ,

z) 精确地保持同样的值
.

这一理论分

析的结果与作者在文〔4 」中的数值结果精确地相一 致
,

而它也包含着示于 L tlc
。 的文〔2 〕中的

图 3 所示的应力分布是不正确的
.

至于端表面
,

其上的点的扭角 功二州
:
皆保持同样值

.

因此 : = L (0 ( , < : 。) 是一等扭角

线
,

其刀= 二/ 2
,

因而a 。
二 0

.

由(2
.

8 )及 (2
.

4 )
,

我们有
:

口: , 。
/ 口

z == 口: 。
,

(r
,

L
,
a 。) / 口t二 0

,

对 (r
,

L )
, 0《 r < r 。 (3

.

4 )

根据性质8 ,

我们有
:

口: 。:

/
: 。:

二口r
/
r ,

对 (r
,

乙)
.

0‘ r < r 。 (3
.

5 )

(3
.

5) 的解是
:

丁。:

(r
,

L ) == K r ,

K 二 e o n s t ,
0( r < r 。 (3

.

6 )

(3
.

6) 表明了端表面上的剪应力
T 。:

(r
,

L )与 厂 成线性地变化
.

这 一结论也精确地与文仁们

l’l勺数位结果相 致而与 I
J

uc
o 的结果 ([ 2 〕的图 4 )相矛盾

,

因此「2 1的数位结果是不正确的
。
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