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摘 要

本文主要研究了两个同心圆管之间无粘可压缩旋转流动的稳定性问题
.

首先推导出了关于径

向扰动速度分量的可压缩线化微分方程
.

利用类似于 L u d w ie g 的分析方法
,

推导了可压缩旋转流

的两个稳定性准则
.

然后用有限差分方法数值求解了本征值问题
,

给出了时间增长率
,

并验证了

稳定性准则的正确性
.

最后讨论了压缩性对稳定性的影响
.

一
、

引 言

无粘旋转流动的稳定性问题是一个应 用性很强的理论问题
.

多年来一些作者在这方面作

出了很多有价值的研究
,

给出过一些有用的稳定性判据
.

本文所研究的流动
,

其基本流都是

定常轴对称的
,

即只有轴向速度分量 U = U (: ) 和周向速 度 分 量 牙= 研 (r )
.

早 在 1 9 1 6 年

R a yle ig h〔”首先提出了一个稳定性准则
.

他所研究的是轴向速度分量等于常数或零的流动
,

即只有轴对称的旋转基本流
.

认为对于轴对称扰动 (n = o)
,

稳定的一个充分必要条件是其环

量的平方
,

(r 砰 )
“ ,

在两个 同心圆筒间的任何位置上不随半径的增加而减少
.

他 定 义 少 (r )

l d
, 二 , 、 。 ~

,

一
,

_

于3一刁「
一

甘炸 )
“ ,

则迎有

少 (r )) 0 (对于任意
r ) (1

.

1 )

6 0年代
,

若干作者进一步研究了有任意轴向速度分布U (r )和非轴对称扰动 (n 寺0) 的旋

转流稳定性问题
.

如 H o w ar d 和 G u p ta 〔“」
采用对线化扰动方程进行积分的 方 法研究了这一

问题
,

给出了一个对稳定性的充分条件
,

即若在流场中任何位置上满足下式

,

二 Za 粉

a
~ 从夕— 一 , 二,

r ~

砰U
,
一

{「aU
,
+ ·

(勺
‘

」
’

列 (1
.

2 )

则流动一定稳定
.

注意这不是一个必要条件
,

即不满足这一准则的流动也可能是稳定的
.

式

中角标
‘ / ’

代表对
r 的微商 d / dr

,

下同
。

此式又可写成

,
蔡树棠推荐

.
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Za砰
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这里 a 是轴向波数
, 。是周向波数

,

? 是多普勒频率
,

刀是时间频率因子

:

一U 一口+ ”

笋 (1
.

4 )

Lud w ie g 〔“’〔毛’‘”’曾对同心圆筒间流动的稳定性进行过详细的理论和实验研究
.

先后给出

过二个稳定性准则
.

他在窄缝情况下 (△: = r :
一 r Z

《 1) 对线化扰动方程进行简化
。

从这一简

化方程出发
,

首先导出对 讨= O情形下
,

若满足

(i一刃
。

)(i 一口卜口落)> o (1
.

5 )

则流动一定稳定
,

否则不稳定
.

讨二 0 的条件实际上相当于沿着基本流方向应用 R a yle ig h 准

则
,

也即扰动波传播方向垂直于基本流
.

式中口
:

和 口。
为无量纲速度梯度

,

即 刃
二

= C
二 ·

r 。/ 万
。

刃, 二c 。
·

:
0/ 万

。,

C
:

= d U / dr
,

C。二d w / dr
.

接着他又导出对 , = y(r )时的任意情况下的稳定

性准则
,

即对稳定的一个充分必要条件

二
、 , .

。
, 、

/ 5 二 、二
, _ _

以一“八土一 ‘ 石)一气丁一
‘
口
‘ 云声” (1

.
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S。hl i。ht in g 在其名著 《边界层理论》
〔” 3一 书中把上式作为无粘流稳定性的 一 个 重 要准则

.

L e ibo v i。h 和 S te w a r ts o n 〔? ’(1 9 5 3 )给出的流动不稳定的一个充分条件实质上是 (1
.

5 )式的不

等号改变方向
.

以上都是对于不可压缩流的
.

70 年代以后一些作 者开 始 着手可压 缩 流 的 研 究
.

H O -

w ar d ‘”’(1 9 7 3 )首先扩展 了它原先的工作
,

对轴对称扰动导出了一个稳定的充分条件
,

对
。 = 。

时
,

对所有的半径位置若满足下式
,

流动一定稳定
。

:
U
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一中一 N

Z

簇”

N
忍
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(借
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这里N 称为 B ru nt
一
V 欲 s叔 a 数

.

它是表明压缩性影响的量
,

p 是当地密度
, 。 当地音速

.

对

于非轴对称扰动
,

这样的工作就困难得多
,

L a las 〔。」 (1 9 7 5 ) 利用了二定技巧
,

对方程的积分

形式进行了复杂的运算
,

最终得到了在这一情况下稳定的充分条件
,

即

、
:
、。 _

上
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‘
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上式又 可写成

(1
.

1 0 )
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评
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然而 L o d w i e g 关于不可压流对稳定性准则 ( 1
.

5 ) 和 ( 1
.

6) 迄今未有人推广至可压缩流
.

本文

主要目的就是将 L u d w i e g 工作推广至可压缩流
,

推
一

导出相应的二个稳定性 准 则
‘

并用数值

方法检验了所得准则的正确性
.

最后讨论了压缩性对稳定性的影响
.
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二
、

基 本 方 程

无粘可压缩流的基本方程是

十

奋
、p ‘一 。

+ V 气 V p 釜 + p 芳V
·

F 关= O

(2
.

la )

诺
卜户名‘关卜

.
�

刀乙声口
r
丈
�
d一

D 。
勺D t = 0

P铃二P釜 (P气‘铸)

其 中 ; 是嫡
,

P 是压力
,

角标
,
表示基本流加上扰动量的总量

.

程
,

有

( 2
.

lb )

( 2
.

l e )

( 2
.

l d )

利用热力学关系和连续性方

DP
, / Dt 二一 a ‘ , p ‘v

·

夕
‘ ( 2

.

z e )

取 (“气 尹
,

。勺分别为轴向 x ,

径向
r 和周向 0 的速度分量

.

每一 物理 量分解为基本流和小

、‘了‘、了、J
r、.1、.声

a
‘

h�C
‘

de9自,曰O自,曰9曰
..

⋯
,曰今自,自今自Q‘

了‘
、

了
矛百、了‘、了‘
、

扰动量的迭加
.

基本流是定常轴对称的
,

扰动量是非定常非轴对称的
.

即

u , 二U ( r ) + F ( , ) e x p仁f ( a 二 + 。0一户) 〕

v 补二泣G ( r ) e x p 〔i ( a 二 + n s一刀t ) 〕

二关一牙( : ) + H ( r ) e x p 〔i (ax + n o一刀t ) 」

p 爷二P
, ( r ) + P ( r ) e x p 〔i ( a 二 + 。口一刀t ) 〕

p 关 二 p ( r ) + Q ( r ) e x p〔f( a 二 + 。0一刀t )」

将 ( 2
.

2) 式代入 ( 2
.

1) 式
,

减去定常基本流满足的方程组
,

得到线化小扰动方程组

下Q + 户
‘G + P从一 0

下F + U
‘
G + p

一
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2砰 H 十
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其 中
阴二 a F + G 产
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.
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对于不可压流动
,

显然。二 0
.

将方程组 (2
.

3) 消去F
,

H
,

尸
,

Q
,

可以得到一个关于扰动模

G 的二阶常微分方程
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边界条件为

G (r
,

)二 G (r
:
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(

r
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式中

‘苦 = G, 十 G /r
,

牙
苦二班

/ + 万/r
,

M 二砰/a
, :

r 2

= 一 砂而呀‘户于亏砂

(2
.

5 )式又可写成

(2
.

7 )

(2
.

5) 式就是研究可压缩旋转流稳定性的控制微分方程
.
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对 于不 可 压 缩 流
, a = “

,

M 二 0 , p 二 e o n s t
. , s二 r Z

(。
2
+ a Zr Z

犷
’,

N
么
= o ,

上 式 蜕 化 为

H o w a r d 和 G u p t a , 么’不可压流的式 (1 8 )
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三
、

稳 定 性 准 则

类似于 L u d w ie g 在不可压流中采用的方法
,

在窄缝假 设 下 (么r/
r 《 1)

,

取基本流速度

分布为线性分布

在 (2
.

4 )式中
,

这里下标
“ O

U 二U
。 + C

:

(r 一 r 。)

附 二W
。 + C 。(r 一 r 。)

与其 它量相比G /r 项可忽略
,

在 (2
.

3) 式中近似地取

附丝班
。, p 丝 p 。 , r 丝 , 。,

U
‘
二 d U / dr = C

‘ ,

甲
‘
= d班 / dr == 几

”

表示参考点的值
,

一般取 中点或外半径
.

简化后的(2
.

3) 式为
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由上式方程组中消去尸
,

H
,

Q
,

尸和 。
,

并经量级比较忽略小量
,

我们可得到对于 G 的二

阶常微分方程
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Z ,

及
C八不式中无量 纲 量 口

二
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〕
‘020

.

4) 式与 L u d w ie g ‘弓〕相应 的公式比较
,

只多出了含A 和刃言的两项
,

它们反映了压缩性的影
。

实际上由分析可知
,

由于两筒间缝隙很窄
,

这一扰动波的相速度为

(3响

C一尽/a 一 U +
一

嘿 ( 3
.

6 )

这也就是说刀
,

当。
,

而 刀
。

《 1
,

所以 }vl 《1
.

所以 由 (2
.

8) 式经量级比较也是可 以得到此式
.

我们可以近似认为

,
一U 一“十

嘿
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.
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.

sb )

这后一式子也即厂= 。
.

这一 定常的夕表示一个特殊 的扰动波条件
,

即扰动波的方向垂直于基

本流方向
。

(3
.

8) 式又可写成

_

”

a r

口
二

1一乙, ( 3
.

9 )

我们知道对于定常的 ?
,

方程 (3
.

4) 有正弦函数形式的解
,

要想稳定
,

尹应为实数
,

且方括

号内的量必须为正
,

否则不稳定
.

因此有

。, + 卜(
一

二力
口

·

十 D
.

抓 : (
1 +

一

荟舒)
> 。
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.

1 0 )

将 (3
.

9) 式代入 ( 3
.

1 0) 式
,

我们即可得到在 训二 o 时的一个特定扰动方向的稳定性准则

(口。一 1 ) (口孟+ 口考一 l ) + 0
.

5刃考〔刃孟+ (刃。一 i )
“

〕》o 卜 ( 3
.

1一)

上式左侧第二项表示 了压缩性影响
.

图 l 表示这个稳定性准则随 N
名

的变化
.

可以看出
,

随

N
Z
增加

,

稳定性增加
.

上式中令 N ; 二 O
,

即为不可压缩流的 L u d w i e g 第一 稳 定 性 准则式

( 1
.

5 )
。
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对于完全气体

几 = PR T

及 梦= vl R T

尹 协 选
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.
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式中 R 为气体常数
, ? ,

为比热比
,

定常基本流满足
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之
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15 )式入 (1
.
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,
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“

的另一表达式
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,一TT、

2
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l
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1
一 ‘,

r
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.
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从中可以看出
,

若温度梯度为零T, = o
,

旋转马赫数越大
,

外层密度越大
,

N
“

增加
,

稳定性

亦增加
.

我们再分析一下 L al as 对稳定性的充分条件(1
.

9) 式
,

它之所以仅是充分条件
,

是 因为

对于足够小的a r/
。虽然不等式有可能不成立

,

但不意味着一定不稳定
.

若我们 对 于 固 定的

ar /n
,

即利用 v’= o 的条件 (3
.

9) 代入上式
,

(1
.

9) 式就化为 (3
.

1 1) 式
,

也就 变成在这种条件

下的稳定性边界
.

以上仅是对一个特定扰动方向(?
’
一 0) 得到的稳定性准则

.

对于一般情形
,

正如L u d w ie g

在文
‘们中分析的那样

,

可引入一个变换

r一 r o

么r
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其中
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,
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4) 式可写成

r 。 == (r
Z + r ,

)/ 2
,

八r 二 (r
:
一 r 盈

)/ 2
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一

, r 。 (3
.

1 9 9 )

于是 (3
.

7) 式可写为

, 二一 a附
。

N
,
一 a P

,

班
。

(于一 i )一‘刀
‘

将
.

七述方程代入 (3
.

1 8) 式
,

得到

(3
.

2 0 )

‘
“
‘“, 一

〔
L
么
- 2K

(E + 雪)
么 〕

G ‘“’一 0
(3

.

2 1 )

边界条件

G (一 1 ) = G (0 ) = 0 (3
.

2 2 )

方程 (3
.

2 1) 是 (S tu r m
一

Li
o u vi n e

型方程
,

L
,

K 实数
,

E 为复数
.

现在的问题是要求出在什

么样的K 值下
,

E 为实数
。

这是一个本征值问题
.

L u d w ieg : ‘’已经导出这一结果的答案
。

也

就是在下列条件下没有E
‘
寺 o的本征值存在

K > 一

将K 的表达式 (3
.

1 9f )代入
,

得到

(3
.

2 3 )

口。 + l一厂口
:

+ 0
.

5刃孟(1 + 厂
“
)

〔(口。一 1 )厂 + 口
:

」
“

当给定刃
二 ,

口, 和万孟时
,

能使左边取最小值的I’为

。 C
:

(7一 3C
。
)

1 二
_ ,

二
_ 、 。

~
,

J (C 夕一 1 )
‘

十 4刀 言

(3
.

2 4 )

(3
.

2 5 )

将(3
.

25 )式代入 (3
.

2 4) 式
,

经过必要的整理
,

我们得到
一

可压缩旋转流动稳定性的一个充分必

要条件
_ ,

、
J 、 ,

.

_ 、* , 、

「
,

、
、 ,

、
, ‘ 、

了 5 、 、、
,

飞
.

J , 、 , ,

{
一 ,

、

L石狡‘“一 土,
“

+ 匕丈v 石」L 吸‘ e
一 土八‘ 若一 土’一气3 一 ‘ e

)“ J+
工

·

“洲 ‘L
、‘ e

一 月

/ 7 、 、名 、
。

〕
.

o
J

!
一

*
,

2 、 7
_ _ *

,

飞
.

8
* ,

,

~
_

十 , 丁一
‘“

少‘ 云」十
“Z”石

L
‘ 若一 3 U “十 3 十 U

·

“ t夕王」十 3 工”石尹”

卜 (3
.

2 6 )
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对于不可压缩刃考= O
,

(3
.

26 )式简化为 L u d w ie g

界随刀告的变化的情形
.

同样可以看出当刀
“

增加
,

尹 协 选

的稳定性准则 (1
.

6) 式
.

图 2 表示稳定性边

稳定性增加
。

2
.

。
}C

: :

0
.

ok一
一 1

.

6 一 1
.

2 一 0
.

8 一 0
.

4

四
、

数

图 2

值 方 法

我们采用类似于 D uc k 「‘
。’(1 9 8 0) 的有限差分法对 (2

.

5) 式求其数值解
,

以验证分析方法

所得结果的正确性
.

(2
.

5) 式可写为

G
护
+ B G

,
+ CG = 0 (4

.

1 )

其差分方程为

其中

a l‘口‘十 ,
+ a Z‘G ‘+ a s ‘G ‘一 , = o (e= i

,

2
,

⋯
,

k)

B
;

““ = 1 +
一

了△r

a Z ‘= 一 2 + C 。(△r )
“

犷△
B0一
2

a s ‘二 1一

(4
‘

2 )

(4
.

3 a )

(4
.

3 b )

(4
.

3 e )

边界条件为 G
。
= G , + ;

= 0 (4
.

4 )

对这一齐次代数方程组有非平凡解的条件是系数行列式必须等于零
.

由此可以得到一个联系
: ,

口和
n 的方程

f(a
,

口
,
。)= 0 (4

.

5 )

其中 a 轴向波数
,

为实数
, ” 周向波数

,

为整数
,

刀二刀
,

十谓
‘
复数

.

给定 a , n ,

求解 刀
.

只

有 当刀为实数时
,

流动才是稳定的
,

否则流动是不稳定的
.

对复代数方程 (4
.

5) 可采用N 以
-

le r
法求根

.

具体求解时
,

我们取内半径
r ; = 。

.

9 95
,

外半径
r Z

= 1
.

0 0 5
,
八r 二 r Z

一 r ;
= 0

.

01
.

T, 二 o , v ,
= 1

.

4 ,

速度分布按 (3
.

1) 式线性分 布
.

旋 转 流 马 赫数为 M 二 o
,

。
.

5
,

。
.

7 0 7 1
,

0
.

5 6 6 和 1
.

0
,

分别相应于 N 名二 o
,

0
.

1
,

0
.

2
,

0
.

5 和 0
.

4
.

图 3 表明当
n == 2

,

刀。= o
,

y ‘
二

。时时间增长率随C
:

的变化
。

可以发现曲线与横坐标轴的交点分别为1
.

0 , 1
.

1 05
,

1
.

2 2 5 (N
“
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0
.

00 2

图 3

二 o
,

0
.

2
,

0
.

4 )
,

这些点为中性稳定边界点
.

由解析式 (3
.

1 1) 给出的中性稳定点分别为 1
.

。

1
.

1 0 5 5
,

1
.

2 2 4 7
.

可见两者结果是非常符合的
.

图 4 表示在 N 之= 0
.

4
,

口, 二 0
, n 二2 时时间

增长率刀
‘
随a 的变化

.

图 5 表明最大时间增长率随C
:

的变化
.

我们可以得到中性稳定点为 q

0
.

0 0 4

八七 0
.

的5

翔 = J 0 0 5

湘二 2

c0 二 O

C 二 孟
,

3

N . 二 0
.

4(M = l-

cx = 1
.

15

;
!|||引叮|
民

1.

1
1|叭

� .

⋯!
l卜

0
,

00 0

图 4

= 1
.

1 2( N
“
二 0

.

4 )
.

从稳定性准则 ( 3
.

26 ) 式得到的相应的中性稳定点 为 C
: = 1

.

1 2 0 0 6
.

两者

相符极好
.

图 6 表明N :
对稳定性的影响

,

N 艺
越大

,

流动越稳定
,

图 7 表明在不同流动基本

流速度时的中性稳定点数值结果与分析解的比较
,

两者也是符合很好的
.
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0 00 4

0
.

00 2

0
.

0 0 3

图 6

, 工= 0
.

99 弓

心 = 尤
.

0 0 3

刀二 2

C
, = 1

.

2

G 二 0
.

0

N Z= O(八了二 0 )

戏
O

。

D0 6

0
.

00 5

反百
~

一一万范一一一一币厂一一
一

艺万
—

图 6

一O

今!leees解,1ee1|以, t
.

l
|
仇。

nC
�
n�nUn八以八曰��以n八

⋯
�
000

以上结果全都是对
。= 2 的数值结果

.

从稳定性准则可以看出
,

稳定性 准 则 与 n 无关
.

为了验证这一结果
,

取不 同 n 二 1
,

2
,

3
,

4
,

8 进行 了数值计 算
,

如 果 以 刀./
n
或刀

‘/n 对a/ n 作

图
,

可以发现对不同
n
这些曲线几乎是重合的 (见图 8 )

,

所以数值计算同样证实了稳定性准

则与”无关的结论
。

上述分析结果是对窄缝进行的
,

数值计算也同样取这一条件
.

对于宽缝的情形L u d w ie g

和 S o hl ic ht in g 都认为可以取当地量的形式
,

在流场中所有点都满足 此准 则
,

流动即稳定
,
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C说Jltee
l以一么1.

!1
.

斟j!l断lwe争11从J
.

1

l.认C

一 1 6 一 1
.

2 一 0 8
0

.

8 1厄

图 了

我们认为这一推广并不严格
.

宽度的变化将影响稳定性标准
.

这种影响将另文讨论
.

尽管如

此
,

上述稳定性准则对缝隙不是极宽的情况
,

此稳定性判据仍是很有价值的
.

0
.

00 10 }尽 /减八 z , )

G认尸

0
.

00 08

0
.

0 00 6

门
.

0 00 4

0
.

00 02
”= l,

2
,

3
,

4
,

只
.

‘)
.

00 00 } _

五
、

结 论

本文在线性稳定性理论的框架内
,

成功地推导出了研究可压缩旋转流稳定性的控制方程

(2
.

5)
.

并在窄缝假设下
,

推导出了同心圆管间旋转流稳定性的两个充分必要条件 ( 3
.

1 1 )和

(3
.

2 6 )
.

对于不可压缩流
,

(2
.

5 ) 式蜕化为 H o w a r d 和 G u p ta 署 名方 程 (2
.

9 )
,

(3
.

2 2 ) 和



6 2 8 夏 南 尹 协 远

(3
.

26 )分别蜕化为L u d w ie g 著名稳定性准则 (1
.

5 )和 (1
.

6 )
.

数值计算的结果验证了这两个可

压缩性准则的正确性
.
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