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摘 要

用自适应步长积分格式结合打靶技巧
,

可以有效地求解比较困难的常微分方 程边 界层型奇异

摄动问题
.

本文给出了若干计算实例
,

说明了这种方法应用于线性问 题时的 一次收敛性
,

以及应

用于单端
、

双端边界层
、

转向点和多个边界层时的效果
,

特别是能方 便地 求出多解
.

最后并与习

用的差分方法作了比较
.

一
、

边界层型奇异摄动问题

许多来自工程实际的常微分方程含有小参数
。,

这类问题统称为摄动问题
.

若在极限情况

。= 0时问题的解已知
,

就可以用摄动方法处理
,

即把问题的解展开为
￡ 的渐近级数

,

代入原

方程后逐步求解级数的诸系数
.

若这个渐近级数当
: , 0时关于自变量一致 收敛

,

就 称为正则

摄动问题
,

否则称为奇异摄动问题
.

小参数
。
出现在最高阶导数项时通常为奇异摄动问题

,

因

为当。二o时
,

原方程降阶
,

不可能全部满足原先的边界条件
.

从而对这类问题
,

在边界点或

内点的一个领域 内
,

解的数值迅速变化
,

一般的分析方法不能奏效
,

称这一类奇异摄动问题

为边界层型问题
,

需用专门的分析方法或数值方法处理
.

有不少专著论及分析方法
〔‘一 “’,

但

对数值方法则只限于差分法
〔。, 7 ’.

本文将说明
,

对于常微分方程边界层型奇异摄动 问题
,

自

适应步长积分格式结合打靶技巧是有效的求解方法
.

本文的部分结果曾在文献〔1 1」中扼要报

导过
.

二
、

方 法 简 介

关于自适应步长积分格式和打靶技巧
,

在文献〔8 〕中已有详细叙述
,

这里根据本文算例

的需要以较一般方式略述
.

本文求解的是边值问题

, 戴世强推荐
.
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用双向打靶法
,

选参数
: 、
二 u ,
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, 5 2

= u ‘(b) (2
.
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并取 a < c < b
,

即可按常微分方程初值问题求解格式分别由二二 a
端向右和由二二 b 端 向左算出

二二 c
处的时日u, 值各两个

,

并按解的连续性条件得到确定
; ,

和 s : 的方程为
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其中下标
a ,

b分别表示由二二 a ,

b端起算得的值
.

(2
.

4 ) 和 (2
.

5 ) 是非线性代数方程组
,

可用例如N
e w to n 一 R a p li so n

法求解
,

这时需要

计算参数
: , , 5 2的修正量△
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:
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分别计算二= c时的解而得到
,

注意对
: , , s :

的求导 (a) 与对
戈白勺求导 (撇号 ) 显 然可以交换

次序
。

注意若取
c = b

,

得到简单打靶法
,
取

c = a ,

得到反向打靶法
。

两种情况下实际上都只需

要一个参数
: :
或

: 2 ,

对它们的迭代改进就无需解方程组了
。

但这时积分区间 较大从而数值积

分的累积误差也较大
,

另外
,

初值的收敛域将缩小
.

有时双向打靶法的收敛域也太小而需采

用多级打靶法
〔a ’。

这种打靶技巧已成功地应用于许多常微分方程边值问题 (参看〔1 2 〕
,

在非线性振动中的

应用 )
,

但对具有边界层的奇异摄动问题
,

应用这种技巧时需特别注意选 择适 当的数值积分

格式
.

一种 自适应步长的积分格式是绝对必要的
,

这样可以在边界层中自动取很小的积分步

长而在边界层外自动取较大的积分步长
,

以期在保证精度的前提下尽可能节约计算时间
.

自

适应步长积分格式的基本原则是根据对同一点函数值的两次不同计算结果来确定本次步长是

否保证了精度 (若未保证要重算 )
,

以及下次步长应该如何调整
.

早期的方法比较同一格式两

种不同步长的计算结果
,

近来的趋势是采用较为节省机时的两种不同阶次的格式和相同的步

长 ( R K F方法 )
.

本文的算例采用三阶与四阶 R K F方法
,

效果很好
,

当然不一定是最优的
,
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值得指出
,

对线性边值问题
,

理论上可以证明
,

不论初始条件怎样选取
,

打靶法均在一

次迭代中收敛
,

这对实际应用自然极为方便
.

三
、

算 例 分 析

以 下算例均在微型计算机上用单精度计算完成
,

数值积分的精度为6一 7位有效数字
,

最

终结果的精度大约有5位有效数字
.

在大型计算机上或采用 双 精度计算
,

很容易达到更高的

精度
.

所有算例均采用根据第二节所述方法编制的通用程序
,

只需根据具体方程编写相应的

用户子程序和填写需要的数据
.

例1 线性边值问题

{

。。· + ( 1 + 二
2
)。

‘
一 (

二一 巴丫
、

一
(二

2 + 。· ) (O< x < 1 )

、 乙 /

g (0 ) = 一 1
,

g (1 )二 0

文献〔6」中曾对这个问题用一致收敛的差分格式作过仔细计算
,

并对不同的
e值给出了计算结

果的详细图示
.

我们用简单打靶法进行了计算
,

对所取
。值

,

打靶过程确实 都 一 次收敛
,

计

算结果 与〔6] 中结果的符合程度为4一5位有效数字
,

绘成曲线图后已无法加 以区分
.

图1给出

了其中 (a )e == 0
.

1 2 5和 (b )。二 0
.

0 0 1 9 5 3 1 2 5的计算结果
.

、
\
、、 ‘ 二 o

·
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\\

图 1 线性边值问题
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·
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(
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)
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一 (X
Z + 二 ,

g (0 )= 一 1
,
梦(1 )= o

例 2 非线性边值问题

万
“ , “护 + y”‘ + ‘一 o

‘g (0 )= 1 , 夕(1 ) = 1

(0 < 戈< 1 )

仍用简单打靶法进行计算
.

对 。= o
,

01 和 。= 。
,

。0 1
,

都只经过三次迭代就收敛了
,

图 2给出

“= 0
,

00 1时的计算结果
,
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,
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非线性边值问题

万
e ”g

’

t g (0 )

(a ) 。= 0
.

0 0 1
,

(b ) 。二 0
.

0 0 1 (细部)

例3 具有转向点的线性边值问题

不
“

竺
‘

夕气

助
一 Z x犷 + 刀

一 1 )= 一 1
,

二 O (一 1 < 戈 < 1)

g (1 )== 2

0
, m a lle y ([ 1〕第8章) 曾对以下方程

。, “
+ Za 二, ‘

一叨, == 0 (一 1《戈《 1 )

用奇异摄动方法进行过详细的讨论
,

并对本例画出了大致的图形
.

我们用简单打靶法就方便

地得到了结果
,

打靶过程仍然一次收敛
.

对
。二 0

.

05 的计算结果见图 3
.

图 3

￡ 口" 一 Zx 甘
产

具有转向点的线性边值问题

十 g = 0

g (一 1 )= 一 1
,
g (1) =

(e == 0
_

0 5 )
2

例4 两端均有边界层的线性边值问题

丁
“ ““一“2 “‘一 “一” (。< “< ‘)

气y(0 ) , 夕(1 ) == 1

B en d er 和O rs : a g ([ 幻第9章) 在讨论边界层厚度时
,

曾对本问题作过 摄 动分析
,

指出本问

题的边界层厚度具有斌百量级
,

并且给出了一致渐近近似解
.

我们用 简单打靶法对
。= 0

.

05

进行了计算
,

由于边界层效应不明显
,

计算顺利
.

但当
。二0

.

00 5或更小时
,

简单打靶法不再

收敛
,

改用双向打靶法后即可顺利解决本问题
.

计算过程中发现
,

匹配点的选择对收敛性能
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影响很大
,

对本例以 取匹配点较靠近左端为佳
,

好
,

其原因在于两端的边界层的性质有所不同
.

直观地选取匹 配 点在 区 间中点有时效果不

图 4给出了
。= 。

.

0 0 0 5 时的计算实例
.
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g 即一 劣 , g
,

一 g = O

(0 )二g (1) = 1

两端均有边界层的线性边值问题

丁
‘

l甘

(a )
e = 0

.

0 0 0 5
,

(b ) 。二 0
.

0 0 0 5 (细部 )

例 5 具有多个边界层的非线性边值问题

万
“ ”“

+ ”
2
一 ‘+ “ (”< ‘ < ‘)

气夕(0 ) = y (l)= 1

对
‘= 0

.

0 0 0 1
,

用双向打靶法计算得到的结果如图5
.

可以看出这个问题在它的定义区间仁o
,

l〕

上有着相当多的内边界层
。

图 5 具有多个边界层的非线性边值问题

丁
“

L沙

g 即 + 9 2 = 1 + 劣

(0 )= g (1) = 1
(e = 0

.

0 0 0 1)

例 6 多解并具有多个边界层的非线性边值问题

万
￡ ”“

+ 2 (‘一尹 )“+ ”
2
= 1

‘夕(一 1 )= 夕(1 ) = 0

(一 1< 戈< 1 )

这是C
a : rie r提出的一个既漂亮又错综复杂的问题

,

它有多个解
,

其摄动分析可见〔幻第9章
.

我
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们对
。二 0

.

01 采用双向打靶法以不同初始条件迸行了计算
,

结果得到了多个不同的解
,

图6给出

了其中的两个例子
.

在计算过程中还发现收敛性和收敛速度与参数值的初始猜测有很大关系
·
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图 6 多解并具有多个边界层的非线性边值问题

万
“ ”“ + 2 ( ‘一 ‘,

)“+ ”, 一 ‘

19 ( 一 1 ) = 梦( 1 ) = 0
( ￡= 0

‘

0 1 )

四
、

与 差 分 法 的 比 较

_

}: 节所讨论的几个例子
,

包括了常微分方程边界层型奇异摄动问题的主要类型
.

与惯用

的差分法比较
,

本方法具有以下一些明显的优点
.

1
.

计算程序容易编制
,

通用性强

我们的上述算例都是用同一个简短的程序计算的
,

对具体问题只需编制少量的用户子程

序
.

而差分法则需对每个方程编制相应的计算程序
,

特别对非线 性问 题
,

准备工作量很大
。

对小的
。 值

,

用差分法时需变动节点的位置
,

或采用内
、

外两种不同的差 分格式
,

这就使程

序更加复杂
.

2
.

解的迭代始值容易给 出

对二阶方程应用双向打靶法时只需给出两个始值
,

用简单打靶或反向打靶时更只需要一

个
,

而差分法需给出解的全程的一个初始猜测
,

显然要麻烦得多
.

3
.

特别便于求 出问题的多个解

例 6 所示具有多个内部边界层的多解很难用差分方法一一求出
.

采用打靶法时
,

只需变

动解在两端的斜率就可以求出多个不同的解
.

4
.

积分步长自动调节

采用差分方法时
,

步长的选择是一个困难问题
,

对本方法根本不存在这个问题
.
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综 匕所述
,

自适应步长积分格式结合打靶技巧
,

是求解常微分方程边界层型奇异摄动问

题的有效方法
,

值得作进一步的研究和应用
。
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,

a r a the r d iffie u lt s in g u la r p e r t u r b a tio n p r o b le m o f o r d in a r y d iffe r e n t ia l e q u a t io n s

w ith b o u n d a r y la y e r s e a n b e e a le u la t e d e ffe e tiv e ly
.

C o rn p u t in g e x a rn p le s a r e g iv e n

in this p a p e r ,

w h ie h s h o w th e e o n v e r g e n e e w ithin o n e it e r a t io n o f tli e m e th o d in th e

e a se o f a lin e a r p r o b le m
,
th e e ffie ie n e y o f th e 爪 e t h o d fo r m a n y b o u n d a r y la v e r s

a n d t u r n in g p o in t s
, e s p e e ia lly th e e o n v e n i e n e e i n e a le u la t in g rn u ltip le s o lu t io n s

,

A

e o m p a r is o n w ith t r a d iti
o n a l d iffe r e n e e m e th o d 15 g iv e n a t th

e e n d o f th is p a p e r .


