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摘 要

本文讨论了复合材料层合板层伺界面处应力和应变的间断性问题
,

并提出了复合材料层 合 板

的三维理论
.

本文还以在层合板中全局连续的变量为基础
,

提出了与传统的势能和余 能 不同的一

种新的弹性能
.

并得到与复合材料三维理论相应的变分原理
.

本文得到的三维层合板理论和 杂 交

能变分原理
,

可以作为校核层合板二维经典理论和确定自由边界附近层间应力的理论基础
.

一
、

BlJ 舀

确定复合材料的层间应力是当前一个有意义的课题
.

三维各向异性体弹性理论在五十年

代到七十年代发展起来
〔‘’.

它可以应用于复合材料各层的内部
,

但对传统的解法来说
,

层间

界面要作 为边界处理
.

这样
,

三维分析不能把层合板作为一个整体来看待
.

六十年代末期
,

一些作者发现层间界面附近的剪切变形对复合材料的强度和其它性质有影响
,

复合材料的破

坏往
,

往被归因于 自由边界附近应力集中造成的层间剥离
.

七十年代以来
,

二维经典层合板理

论得到广泛的应用
,

在二维理论中假定应变沿厚度不变
‘2 “, “6 , 么7 ’.

二维理论适用于远离边界的

区域
.

自由边界附近的应力分析和应变分析仍然是研究的课题
.

无论是位移法还是应力法在

满足层间连续性要求时都遇到困难
.

现有的对层间应力的研究大致上有以下几种方法
.

有限差分法
;

R
,

B
.

Pip e s 和 N
.

J
.

P a g a n o (1 9 7 0
,

1 9 7 2 , 1 9 7 4 ) 〔‘, ,

E
.

A ltu s
等

人 (1 9 8 0 )
,

(位移法 )〔3 ’
。

有限元法
:

用高 阶平板单元的位移法
,

J
.

J
.

E n g b fo m 等人 (1 9 8 5) 〔‘’,

G
.

R
.

H e p
·

p le r
等人 (1 9 8 0 )〔

“, ; 用三维单元的位移法
,

J
.

R
,

Y e h 等人 (1 9 5 6 )【。’
,

R
.

N a t a r a ja n

M
.

L u e k in g 和 5
.

V
.

H o a (1 9 8 4
,

1 9 5 6 )〔
7 , 8 ’;

假设应力场
,

E
.

F
.

R y b ie k i (1 9 7 1 ) 〔
。’

杂交元
,

5
.

A
.

K h a lil 等人 (1 9 8 6 ) 〔
‘。’,

K
.

M o r iy a
等人 (19 5 6 ) f” ’,

R
.

L
.

S p ilke r

(19 8 6 )【
’2 , ,

5
.

5
.

W
a n g 等人 (1 9 8 3 ) 〔

’3 , .

.

钱伟长推荐
.

肠9 9
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摄动法
:

P
.

W
.

H s u
等人 (1 9 7 7)

,

(位移法 )〔
’4 , 。

边界层搭接法
,

5
.

T a n g 和 A
.

L e v y (1 9 7 6 )
,

(应力法) L‘5 1 .

合成渐近展开法
,

P
.

B a r 一Y o se p h 和 T
.

H
.

H
.

Pia n

(19 8 1
,

1 9 8 3 )
,

(应力法)
〔’。 , ‘7 ’.

变分法
:

瑞雷
一

李兹法
,

N
.

J
.

Pa g a n o (1 9 7 5 )
,

(混合法 )〔‘8 ’; 伽辽金法
,

J
.

T
.

5
.

W
a n g 和 J

.

N
.

D ie k s o n (1 9 7 5 )
,

(混合法 )〔‘
。’.

传递矩阵法
,

H
.

O e ry 等人 (1 9 5 4 ) 【
“。’.

实验方法
,

J
.

M
.

W h itn e y 等人 (1 9 7 2 ) 〔
“, ’,

D
.

G
.

Be r h a u s
等人 (1 9 7 5 )〔

“2 , .

上述工作可以简单地分为
:

位移法
,

应力法
,

混合法和杂交法
.

这里的
“

杂交
”

意味着

有限元边界面上假设 的场变量不同于内部的场变量
.

某些作者对层间连续性条件予以重视
,

如 R
.

L
.

S p iker (1 9 8 0) 〔““’ 和 T
.

H
.

H
.

Pia n (1 9 8 1 ) 〔
’日’,

他们强调层间应力a : , : 二: , : , :

并倾向于采 用应力法
.

在现有的研究中已经指出
,

在层间界面
u , v , 二 , a : ,

‘
, ,

介
:

等六个变量保持连续
.

因

而有三个应力和三个应变在间界面保持连续
:

￡ : , ￡r , 下
二 r , J 二 , 丁 : : , 了, z

同时
,

其它三个应力和其它三个应变在每一层内部保持连续而在层间界面有可能 出现 弱 间

断
.

它们是

J
, ,

a 了 , 丫二 , , 巴: ,

下, z , 下r :

由于有三个应力和三个应变保持全局连续性
,

无论是位移法还是应力法都不能直接满足

这六个连续性条件
.

对大多数常见的方法
,

要想满足这种杂交的连续性条件
,

在层间界面都

必须做大量的工作
.

很明显
,

如果采用六个全局连续的变量作为基本变量
,

则层间连结条件可以自动得到满

足
.

因而在下面
,

我们将提出这种具有全局连续性的变量
,

相应的杂交能及其变分原理
,

作

为复合材料层合板三维力学模型的求解途径
.

二
、

基 本 方 程

取下列六个全局连续的变量作为基本变量
:

== {u , 。 , w , a : , : , : , : r :

}r

在层间界面
,

三个面内应变可 以归属于这一界面相邻两层中的任意一个
,

(2
.

1 )

因而这三个应

变在 间界面保持连续
: 。二 , 。, ,

件, .

这就是说
,

对整个层合板来说
,

不管是六个应力还是六个应变
,

都没有全局连续性
,

而

是六个应力和应变的杂交数组具有全局连续性
,

他们构成了全局场向量
:

f e 口 1
, _

q = 万
_

r = 戈￡
: , 己r ,

丫
: , ,

仃
z ,

气 叮 G ,

二r :

}T
(2

.

2 )

而应力和应变的其它六个分量构成了局部场向量
:

「 G 石 1

p二 戈 r= 悦a
: , 仃 ; , T : , ,

一
、
一 七L 人

丁公 z ,

君z , 一 夕
: z ,

一 丫, :

}T
(2

.

3 )

在全局向量和局部向量之间
,

存在着杂交的本构关系
:

P= Hq (2
,

4 )

如果记
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一 { :: }
一{ a

一
, , · : , , 。

: , : 二 : , : , :

}·

。一

{ ::卜
、

一
, , :

二 , , · : , :
: : ,

: ; :

}
·

(2
.

5 )

(2
.

6 )

则有

。 _ Q。一

「
Q

1

Q
Z

Q歹Q
。〕

。

(2
.

7 )

, 一’q 一

〔
5

2
5

:

S歹 5 5
(2

.

8 )口

, leses曰

可以得到

Q
,
一 Q

z

Q百
‘

Q圣

Q百‘Q百

Q
Z

Q ; ‘

一 Q百‘
(2

.

9 )

s ;
‘ _

一s ;
‘
5

2

1
一S歹S r

’
S孟万r

‘
5

2
一S

。 」
(2

.

10 )

r.eeLl.
..

we
J

一一一一HH

由于柔度阵S和刚度阵Q都是对称阵
,

容易证明

H , = H (2
.

1 1 )

在层间界面上
,

对相邻的两层来说
,

全局场变量 q 是相同的
,

但 由于材料的变化或纤维

走向的变化
,

杂交本构关系矩阵 H 是不同的
,

所以
,

一般说来
,

局部场向量 p 会 发 生 弱 间

断
。

P(‘) = H (‘) q

p (‘+ 1 )二 H “ + 1 )q (2
.

1 2 )

显然
,

这样求解
,

可以自动地满足层间连续性条件
,

又可以自然地计算出层 间 的 间 断

性
。

三维层合板理论的基本方程如下
:

基本变量
L

r = {u , v ,

功 , 。 : , : : : , : , :

}T

全局向量 q = {。
二 , 。, , v

: , , a
: , : : : , : , :

},

局部向量 p = {a
二 , a , ,

几
, ,

一。 : ,

一协
: ,

一物
:

},

全局向量和基本变量之间的关系

口“
己:

一 口x

￡ , =
a v

口y
(2

.

1 3 )

下” =

口u 口v

,
十

,

O夕 o 义

因而有
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0 0

0 0 (2
.

1 4 )

、....lesesseleseseswe!!0
�日�nn甘n曰l,工0 0 O O

。勺a叙

a
一

面。。为000
r.ee.eseseseseeleeeseseses

q二 B r二

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

2
.

杂交的本构关系

P= H q ( 2
.

15 )

矩阵H 可以记如

H == [h
, ,

h
Z ,

⋯
,

h
。

〕,

其中h ‘是H的行向量
。

3
.

平衡方程

a 之

( 2
.

1 6 )

、..11zLeeweIJn
甘八U

a h了B r 口h百B r

三几
_

十 犷
-

。篇 a 夕

ar 一 :

a

典
一

十”

哗竺+ ”卜
u 汤 0 9 0 之

十 F
:

=

+ F
, =

飞梦
十口

汀
一

+

货
+ ‘一。

4
.

协调方程

( 2
.

1 7 )枷叙
一

枷无au无
一一一一一一

BB‘”‘“

h
o
s r 二 _ 口沙 口却

口z 一 口, ,

5
.

边界条件

在位移已知边界上
,

U = 亏

口== 刃 } ( 2
.

1 8 )

川二 功

在外力已知边界上
,
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a
: n :

+ r 二r n , + : : : n :

= 户
二

: : rn ,

+ a r n r + : , : n :
= 户r

r : : n :

+ r , : n , + 口: ”:

二 P
: } (2

,

1 9 )

6
.

层间界面的连结条件

“ (‘) = u (‘+ 1 ,

v“ ) = v “ + 1 夕

切 (‘) = 田 (‘+ 兔)

a二
‘, 二 a二

‘+ ‘’

r

二里
, = r

二乏
+ ‘’

:

二二
, = :

二互
十 ‘’

(2
.

2 0 )

三
、

杂变能变分原理

上一节提到
,

杂交本构关系矩阵 H 是对称阵
。

万
‘, = H

, ‘
(3

.

1 )

如果定义

Z C = (H z , 9 1
+ H

之: 9 2
+ H

, 3 q 。 + H
l ‘a‘+ H

, 。q 。 + H
I。q 。)q

:

+ (H
Z工g : + H

2 2 g : + ⋯ + H
Zo g 。) g

: + ⋯

+ (H
。, g ,

+ H
。: g :

+ ⋯ + H
。。g 。) g

e

(3
.

2 )

则有

口C
。二 = 月 ‘zq l + 月 ‘: q :

+ ⋯ + 月 ‘。q 已= P ‘

0 任‘
(3

.

3 )

我们得到一个全局场向量的二次型

。 1
, ;

七 = 玄17 “q ‘q ‘ (3
.

4 )

类似于势能 (应变的二次型)

1 。

汽 二 2 叼 ‘, ￡‘e , (3
.

5 )

和余能 (应力的二次型)

n l 。

。 = 2 。 ‘, Cr ‘J J (3
.

6 )

二次型C 是一种新的能量
。

可以 叫它杂交能
.

用加权余数法可以建立起相应于上节给出的三维层合板理论的变分原理
.

取一组完全的全局连续的变量作为泛函的基本变量

{u , 刀 ,

田
,

a
二 , 二 r : , 了r 二

}

则可目动满足层间界面的连接条件
,

从而避免了层间连接条件在泛函中的出现
,

可以大大简
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化计算
。

这意味着层间连接条件将作为强制性约束预先得到满足
。

如果把全局向量与局部向量之间关系
,

也就是部分的应变与位移关系
,

选作泛函的强制

性约束
,

则泛函中的变量数可以最少
。

在计算中
,

位移已知边界很容易满足
,

从而减少积分的工作量
。

概括起来
,

以下关系将作为强制性约束预先得到满足
a ) 部分应变位移关系(2

.

14 )

b) 位移已知边界条件(2
.

18 )

c ) 层间界面的连接条件 (2
.

2 0)

其他的关系
,

作为泛函的欧拉方程和 自然边界条件
,

将由泛函的驻值条件得到满足
.

诸如
,

a ) 平衡方程 (2
.

16 )

b) 杂交的本构关系 (2
.

4)

e ) 协调方程 (2
.

1 7 )

d ) 外力已知的边界条件(2
.

19 )

这些关系式用加权余数法引入积分式中
,

并记为 I
,

则有

‘一

钊)!〔(会
十

努
十 @劣十 ,

;

冲
+

(瓮
一

+ 扩
一

十
口y 努

+ , ,

),

+

念
十口

盯
+

份
十 ‘

·

)
C· 十

暇 一扮
十

(
一

哭一
a’冲

+

(歇一
,

冲
十

(篡
+

小
· +

(黔
十协

·

冲
+

(黔
十为

·

卜
+

卜
一

器冲
十

卜
一

昌警一黔
‘·

十

(伽
一

:髻
一

窝
一

冲」盯

+

11
〔‘a

·”·

+

一
+ ·

一
”

·

, M
’

S
o

+ (r : , ”:

+ J , n , + 丁 , : n :

一户, )N 苦

+ (: : : ” :

+ r , : n , + a : n :

一户
z

)Q苦 〕d s (3
.

7 )

其中A 气 B 气 ⋯
,

L 关是在每一层各向异性体内部厂
‘上的任意函数

,

而M气 N 气 Q关是力边

界上的任意函数
。

不失一般性
,

这些任意函数可以定义为

月关二 一 d u ,

B 关 二 一j v ,

C关 二 一 d功
,

伊一“

嘿 )
,

少一

《馨)
,

尹一

《爹
」十

豁
一

)
G 关 = d J : ,

万
关 ~ d r , ; ,

.

1关 = jr , : ,

J ‘二 一 d a
: ,

K 芳二 一 d介
: ,

L 苦 = 一 d勺
: ,

(3
。

8 )
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在各层空间厂
‘上 , 和

M
朴 == 占u ,

N 朴二占v ,

Q 苦 == d田 (3
.

9 )

在外力已知边界上
。

对于每一层来说
,

上表面外法线方向是

(n 二 ,

下表面的外法线方向是

(n 二 ,

通过分部积分
,

并利用位移边界 (2

n , , n :

)二 (0
, 0 , 1 ) (3

.

1 0 )

”r , n :

) = (0
, 0 ,

.

1 8 )
,

可以得到

(3
.

1 1 )

军娜念
+

势
”

别
“

udy

产 一

钊
-

{{{(
。

·

“
一

号签
一

+ 一“

乳
十⋯“

V ‘

十 (a
: n :

+ 了 , , n ; + 丁 , : ”:

)占“d s

十
··

⋯“·d s 一

{{
··

⋯“·d s

}
5 20 。

一圳汀(a. 翼
十一“

豁
+ ⋯“

厂l
宜.J氏厂.,.J砂

月

!
J

吕
�

‘飞J戈

V

+

I{
( J⋯ +

一
+ ··

⋯ ,“
·d s

( 3
.

1 2 )

S 口

其中几
:

在层间界面上保持连续
,

可以相互抵销

大小相等而符号相反
.

其它两个方向的积分可以得到类似的结果
,

因为在界面上相邻两层的外法线方向余弦

因而我们有

‘一

刻{!{扣会
+ 。 , “

霎

刀g

口
�

玉刀
一
d

�d八口,
口戈刀沉己日口a

犷￡

了 : , 6 + 外d + T’:
d

+ ‘二“

言髻)

昌髻)

r : :
占 + r , :

d
十。

:
。

粱)

‘吸、了
,

口了.、
、

++

.

二
。

二
。

二
。 。 1 aC 、

。 l

一 ( 厂
:
O u 十岁

, O v 十 厂
:
O田 ) 十叱

二

一东
- -

一 a
,

J十 0 ￡,
.

\ U 匕 . 1 \

aC \
二

-

—一 a
- .

d ￡, ’ /

、
、,‘/

人++ 己护
, r

一 丁

小
份

·

(裴
+ : , ·

)
一“。

·

(一

\ 。

/ 口C
十“·

夕十
“r ·“

气沂石

+ 6 : , :

黔
一气

·

卜
_ a“ _ a , 、

d 之 d 劣 ,

刃丫刃丁.口记口
/口.、Z奋.、
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一“一 (一豁
一罢

一

)}
“厂一

复
‘’

·
‘·+ ’

,
“· 十’

·
““’““

(3
.

1 3 )

经简化
,

得到

‘一
军{{{{

“C + “

l
。·

瓮
+ ⋯ (鬓

+

摆)
十标(且笋瓮)〕

一“‘’二 十‘, · + 尸二’}
“厂 一

复
“‘”

: · + ’
, · + ”二’““ (3

.

1 4 )

显然
,

这个加权余数积分是一个完全变分
。

因此
,

这个积分可以重新写为一个泛函的变

分
。

H一军{{丁{〔
C + a 一

架
/ 口u 口田 \ / 口口

十 r · ‘

气
一

而 十百牙
一

夕十
丁, ‘

气山
一

十

(P
: “ + 户, u + 户

, 功)d s (3
.

1 5 )
�日日�凡

F ‘

一户
,

一‘,v 一 ,
, 功

}
“犷

}
-

a ,
_

、
口夕 /

在约束条件【( 2
.

1 4 )
,

( 2
.

18 )和 ( 2
.

20 )」的限制下取驻值

d汀 乙= 0

于是
,

可以 用于求解复合材料层合板 的杂交能变分原理可表述如下
:

在所有保持全局连续性
,

满足位移已知边界条件和应变
e 二 , : , , ,

: , 与位移之间关系的可

能位移
“ , 。 , tD 和可能应力。 : , : : : ,

几
:

中
,

真实的位移和应力{u
, 。 , 切 , a : ,

‘
: ,

马
:

}可以

由如下泛函的驻值条件给出
,

几 一

!班
C + 几
豁

一

十⋯健
十

摆)
+ , 雌 十窝

一

)

一‘
二

一 , ,

一 , 一〕
d 犷一

{{
‘, 二 + ,

, · + ”
·

‘ , d s

S 口

( 3
.

16 )

对于复合材料层合板
,

这一变分原理是有效的
,

只要泛函采取 ( 3
.

15 )式
.

由于以上推导过程步步可以逆推
,

以上变分原理作为一个驻值原理很容易得到证明
.

作者衷心感谢上海工业大学钱伟长教授富有教益 的 《广义变分原理》 讲座
,

并衷心感谢

蒙特利尔康戈迪亚大学华宋教授的 《复合材料》 课程
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