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摘要:  采用微分求积方法( DQ方法)讨论了计及高阶横向剪切的正交各向异性弹性板的非线性

弯曲问题# 导出了非线性控制方程的 DQ形式,利用推广的 DQWB 技巧处理了高阶矩的边界条件# 

进一步推广并运用新的分析技术简化了非线性方程的计算# 为说明该方法的可靠性和有效性, 将

考虑剪切变形及不计剪切变形的薄板的数值结果与三维弹性解析解及其它数值解进行了比较, 同

时研究了数值结果的收敛性,并考察了不同的节点分布对收敛速度的影响# 还考察了几何、材料

参数及横向剪切效应对正交各向异性板非线性弯曲的影响# 分析结果表明横向剪切效应对正交

各向异性中厚板的影响是显著的# 

关  键  词:  高阶横向剪切;  有限变形;  微分求积方法;  DQWB 途径 ;  收敛性和比较性研

究
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引   言

复合材料正交各向异性板因其具有重量轻、高的比强度和轻刚度以及良好的可设计性等

优点,越来越广泛地使用于现代工程结构中# 已有许多学者根据忽略横向剪切效应的 Kirch-

hoff假设对复合薄板的非线性力学行为进行了研究[ 1] # 然而, 考虑横向剪切效应的影响对复

合材料正交各向异性板比对各向同性板显得更为重要# 由于在有限变形条件下有关高阶剪切

复合材料板非线性力学行为的分析较为复杂,只有少量文献对剪切复合板的非线性问题进行

了求解[ 2~ 5]# Reddy[ 2, 3]对复合板的非线性问题提出了高阶横向剪切理论并应用有限元方法进

行了研究# Shen
[ 4, 5]
根据剪切变形理论并采用摄动技术分析了复杂条件下复合层合板非线性

弯曲及屈曲问题# 

与有限元, 有限差分等数值方法相比, 由 Richard Bellman 等人[ 6]于 70年代提出的微分求

积方法(简称DQ方法) ,在对各种结构的复杂的线性和非线性问题进行计算和分析时有较高

的效率[ 7]# Bert等人[ 8]将 DQ方法成功地应用于 von KÀrmÀn 板的求解, 然而, 其求解程序非常
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复杂# 为简化非线性计算并提高 DQ方法的计算精度和效率, Chen[ 9]研究了相应的算法, 应用

特殊矩阵乘积使耦合的非线性方程能直接解耦, 简化了非线性偏微分方程组的表达和计算# 

对于考虑高阶横向剪切有限变形板的非线性 DQ分析还未见报道# 

本文基于 Reddy 的高阶横向剪切理论,采用微分求积方法( DQ方法)对正交各向异性矩形

板的非线性弯曲进行了研究, 导出了非线性控制方程的 DQ形式,利用推广的 DQWB[ 10~ 12]技

巧来处理了高阶矩的边界条件# 进一步运用并推广新的分析技术[ 9]和技巧, 简化了非线性计

算# 为表明该方法的可靠性和有效性, 将考虑剪切变形效应和不考虑这种效应的薄板的数值

结果与三维弹性解析解及其它数值解进行了比较,同时研究了数值结果的收敛性,考察了不同

的节点分布对收敛速度的影响# 结果表明该方法收敛性好,计算精度高,计算量少# 最后还考

察了几何、材料参数及横向剪切效应对正交各向异性板非线性弯曲的影响# 

1  数 学模 型

考察沿 x_和y_轴方向的边长分别为a、b , 厚度为 h的正交各向异性矩形板# 基于Reddy

的高阶横向剪切理论[ 2] , 正交各向异性板非线性弯曲问题的无量纲控制方程为

A 11U, XX + A 66K
2
U, YY + (A 12+ A 66) KV, XY+ W , X ( A 66B

- 1K2W , YY + A 11B
- 1
W , XX ) +

  ( A 12+ A 66) K
2B- 1

W , XYW , Y = 0,

A 22K
2
V, YY + A 66V, XX + ( A 12+ A 66) KU, XY + W , Y( A 22K

3B- 1
W, YY + A 66KB

- 1
W, XX) +

  ( A 12+ A 66) KB
- 1
W , XYW , X = 0,

G 1W , XXXX + G2K
4
W , YYYY + G3K

2
W , XXYY + G4B 5 , XXX + G5K

3B7 , YYY +

  G6( K
2B5 , XYY+ KB 7 , YXX ) - G7( B

3 5 , X + B2W , XX) - G8( KB
3 7 , Y +

  K2B2W , YY ) + ( K
2B2A 22W , YY + B2A 12W , XX ) KB- 1

V , Y +
1
2
K2B- 2W2

, Y +

  ( K2B2A 12W , YY + B2A 11W, XX ) B- 1
U, X +

1
2
B- 2W2

, X +

  2A 66KB
2
W , XY ( KB

- 1
U, Y + B- 1

V, X + KB- 2W , YW, X) + Q = 0,

- G4W, XXX - G6K
2
W , XYY+ G10B 5 , XX + G 11K

2B5 , YY + G9KB7 , YX +

  G7( B
3
5 + B

2
W , X ) = 0,

- G5K
3
W, YYY - G6KW, XXY+ G11B7 , XX + G 9KB5 , XY + G12K

2B7 , YY +

  G8( B
3 7 + KB2W , Y ) = 0,

( 1)

式中,系数 G i和Ai 等列于附录A中# 无量纲量为

X = x / a, Y = y / b, U = u( x , y ) / h, V = v ( x , y ) / h, W = w ( x , y ) / h,

5 = <( X , Y) , 7 = W( X , Y) , K= a/ b, B= a/ h, Q = qa
4
/ E1h

4# 
( 2)

其中, u、v、w 是板沿x_, y_和z _轴的方向的位移, <和W分别是板中面绕y_和x_轴的转角, E 1为

x_轴方向的弹性模量, q 是横向载荷# 

为了方便, 设矩形板的边界为简支的,则有无量纲边界条件
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U = V = W = 7 = 5 , X = W, XX = 0,   X = 0,

U = V = W = 7 = 5 , X = W, XX = 0,   X = 1,

U = V = W = 5 = 7 , Y = W , YY = 0,   Y = 0,

U = V = W = 5 = 7 , Y = W , YY = 0,   Y = 1# 

( 3)

2  求 解方 法

考虑函数 F (X , Y) (相应于 U, V 和W) , 5 ( X , Y) 和 7 ( X , Y) 在二维区域上沿 x_和y_方

向分别具有N x @ Ny 个离散点,根据DQWB技巧, 应用文[ 12]推广的 DQ公式,则函数 F (X , Y)

在二维区域内部各节点处的各阶偏导数可近似表达为下列矩阵形式
[ 9]

:

  

F , X = �Ax F , F , XX = �Bx F , F, XXX = �Cx F, F , XXXX = �Dx F ,

F , Y = F�AT
y , F, YY = F�BT

y , F, YYY = F�CT
y , F , YYYY = F�DT

y ,

F , XY = �Ax F�A
T
y , F , XYY = �Ax F�B

T
y ,

F , XXY = �Bx F�A
T
y , F , XXYY = �Bx F�B

T
y# 

( 4)

函数 5 ( X , Y) 和 7 ( X , Y) 在二维区域内部各节点处的各阶偏导数的 DQ矩阵形式可相

似的表达为

  

5 , Y = 5�AT
y , 5 , YY = 5�BT

y , 5 , XYY = �Ax 5�B
T
y ,

5 , X = �Ax 5 , 5 , XX = �Bx 5 , 5 , XXX = �Cx 5 , 5 , XY = �Ax 5�A
T
y ,

7 , X = �Ax 7 , 7 , XX = �Bx 7 , 7 , XXY = �Bx 7�A
T
y ,

7 , Y = 7�AT
y , 7 , YY = 7�BT

y , 7 , YYY = 7�CT
y , 7 , XY = �Ax 7�A

T
y ,

( 5)

这里, ( 4)和( 5)中的 F、5 和 7 分别是未知的(N x - 2) @ (N y - 2) 阶矩阵# 带有下标 x 和y 的

矩阵�A、�B、�C、�D及�A、�B、�C分别表示F、5 和 7 沿x_和y_方向各阶偏导数的 DQ权系数及修正

的权系数矩阵, 上标T 表示矩阵的转置# 

因此, 应用 DQ公式( 4)和( 5) ,控制方程( 1)可转化为在二维区域内部各节点处离散的 DQ

形式的控制方程

  A 11�BxU+ A 66K
2
U�BT

y + (A 12 + A 66) K�AxV�A
T
y + ( B

- 1�AxW) . ( A 66K
2
W�BT

y +

    A 11�BxW) + ( A 12+ A 66) ( K�AxW�A
T
y) . ( KB- 1

W�AT
y ) = 0, ( 6a)

  A 22K
2
V�BT

y + A 66�BxV+ (A 12+ A 66) K�AxU�A
T
y + ( KB

- 1
W�AT

y ) . ( A 22K
2
W�BT

y +

    A 66�BxW) + ( A 12+ A 66) ( K�AxW�A
T
y) . ( B- 1�AxW) = 0, ( 6b)

  G1�DxW+ G2K
4
W�DT

y + G3K
2�BxW�B

T
y + G4B�Cx 5 + G5K

3B 7�CT
y +

    G6( K
2B�Ax 5�B

T
y + KB�Bx 7�A

T
y ) - G7( B

3�Ax 5 + B2�BxW) -

    G8( KB
3 7�AT

y + K2B2W�BT
y) + K

2
B
2
A 22( W�B

T
y ) + B

2
A 12( �BxW) .

    KB
- 1
( V�A

T
y ) +

1
2 K

2
B
- 2
( W�A

T
y ). ( W�AT

y) + K2B2A 12( W�B
T
y ) +

    B
2
A 11( �BxW) . B- 1

(�AxU) +
1
2
B- 2
(�AxW) . ( �AxW) +

    2A 66KB
2
( �AxW�B

T
y) . KB

- 1
( U�A

T
y ) + B

- 1
( �AxV) +

    KB
- 2
( �AxW) . ( W�AT

y ) + Q = 0, ( 6c)

  - G4�CxW- G6K
2�AxW�B

T
y + G 10B�Bx 5 + G11KB 5�B

T
y +
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    G9KB�Ax 7�A
T
y + G7( B

3 5 + B2�AxW) = 0, ( 6d)

  - G5K
3
W�CT

y - G6K�BxW�A
T
y + G11B�Bx 7 + G9KB�Ax 5�A

T
y +

    G12K
2B 7�BT

y + G8( B
3 7 + KB2W�AT

y ) = 0# ( 6e)

这里,我们已采用了 Hadamard矩阵积的符号,即 A. B = aij bij I C
N @M

,其中A = a ij 和B =

[ bij ] I C
N @M

,而 C
N @M 表示N @ M 阶矩阵# 

因为在计算区域内部节点 i 处各阶偏导数的权系数时边界条件式( 3)已考虑了,故对方程

( 6)求解时不必再考虑边界条件# 

类似于文[ 9] ,通过使用 Hadamard 和Kronecker矩阵积[ 13] , 耦合的非线性方程( 6)可进一步

表达为

  

L1�U+ L2�V+ ( L7�W). ( L1�W) + ( L8�W) . ( L2�W) = 0,

L2�U+ L3�V+ ( L8�W). ( L3�W) + ( L7�W) . ( L2�W) = 0,

L4�W+ H7�5 + H8�7 + ( L5�W). L7�U+
1
2
( L7�W) . ( L7 �W) +

  ( L6�W). L8�V +
1
2
( L8�W). ( L8�W) +

  
2A 66B

2

A 12+ A 66
( L2�W) . L8�U+ L7�V+ ( L7�W) . ( L8�W) + �Q = 0,

H1�W+ H2�5 + H3�7 = 0,

H4�W+ H5�5 + H6�7 = 0,

( 7)

其中, L i和H i的表达形式见附录 B# �U、�V、�W、�5 和�7 是分别将(N x - 2) @ (N y - 2) 阶矩阵

U、V、W、5 和 7 的各列依次纵排得到的(Nx - 2) (N y - 2) 维列向量, �Q 是载荷列阵# 

与文[ 9]直接对耦合的非线性控制方程的解耦方法不同, 为使耦合的非线性控制方程能够

解耦,这里先采用代数演算的技巧对耦合的非线性 DQ控制方程( 7)作等价变形, 以避免病态

矩阵,从而使解耦成功# 这样,由方程( 7a) 和( 7b) ,未知向量 �U和�V可由 �W表示为

  
�U = L

- 1
9 L

- 1
23 H21( �W) - L

- 1
9 L

- 1
32 H12( �W) ,

�V = L
- 1
10 L

- 1
12 H21( �W) - L

- 1
10 L

- 1
21 H12( �W) ,

( 8)

其中,

  

L21 = L1 + L2, L12 = L1- L2, L32 = L2+ L3, L23 = L2 - L3,

L9 = L
- 1
32 L21- L

- 1
23 L12, L10 = L

- 1
21 L32- L

- 1
12 L23,

H12( �W) = ( L21�W) . ( L7�W) + ( L32 �W) . ( L8 �W) ,

H21( �W) = ( L12�W) . ( L7�W) + ( L23 �W) . ( L8 �W)# 

( 9)

类似地,由方程( 7d)和( 7e) ,未知向量 �5 和�7 可由 �W表达为

  
�5 = H

- 1
7 H

- 1
36 H14 �W- H

- 1
7 H

- 1
63 H41�W,

�7 = H
- 1
8 H

- 1
25 H14�W- H

- 1
8 H

- 1
52 H41 �W,

( 10)

式中,

  

H25 = H2- H5, H52 = H2+ H5, H63 = H3+ H6,

H36 = H3- H6, H41 = H1+ H4, H14 = H1- H4,

H7 = H
- 1
63 H52- H

- 1
36 H25, H8 = H

- 1
52 H63 - H

- 1
25 H36# 

( 11)

通过使用公式( 8)和( 10) , 耦合的非线性方程( 7)已经被方便地解耦,使得 �W成为计算中的基
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本的变向量# 未知量的减少极大地简化了非线性问题的计算# 同时式( 7c)成为基本的迭代方

程# 

为了考察不同的节点分布对 DQ解收敛速度及计算精度的影响,本文分别采用了均匀节

点及不均匀节点分布两种模型进行了分析# 不均匀节点分布模型为

  
X i =

1
2

1- cos
( i - 1)P
N - 1

  ( i = 1, 2, ,, N ) ,

Yi =
1
2

1 - cos ( i - 1)P
N - 1

  ( i = 1, 2, ,, N ) ,
( 12)

其中 X i 和 Yi 是相应于 x_和 y_方向的分布节点# 

3  数值结果和讨论

本文中的程序可以同时求解非线性及相应的线性问题,并对两者进行比较# 相应的线性

问题的解可被用作非线性问题计算的初值# 数值算例表明,即使初值比相应非线性问题的数

值解大得多,迭代解仍是收敛的,且收敛速度非常快# 

3. 1  方法的收敛性和比较性研究

为表明该方法的可靠性和有效性, 首先研究数值解的收敛性和精确性# 为了与现有的三

维弹性解析解及其它数值结果进行比较,我们对考虑剪切变形的矩形板和不考虑剪切变形的

矩形板进行了分析# 计算中的材料参数列在表 1中# 
表 1 计算中的材料参数

材料 E1/ GPa E2/GPa g12/ GPa g 13/ GPa g 23/ GPa M1 M2 E 1/ g13

各向同性 14. 7     0. 25  2. 5

正交各向异性A 145. 5 76. 4 42. 6 25. 91 43. 23 0. 44 0. 23 5. 6

正交各向异性 B 128 8 4. 5 4. 5 1. 6 0. 28 0. 28 28. 4

正交各向异性 C 174. 6 6. 98 3. 49 3. 49 1. 4 0. 25 0. 25 50

  图 1 示出了采用均匀节点和不均匀节点分布时各向同性弹性方板的中心挠度比值

w / w
*
(其中, w

*
为三维解析解) 的收敛性比较# 计算中,我们取 a = 100, h = 1. 0, q = 1. 0# 

从图 1可以观察到,随着节点的增加, DQ解很快收敛到三维解析解# 与文[ 14]的结果一致,具

有不均匀节点分布的 DQ解的收敛性明显优于均匀节点的 DQ解的收敛性# 具有 7 @ 7个不均

匀节点的 DQ解可达到与 9 @ 9个均匀节点的 DQ解相同的精度, 即使取 7 @ 7个不均匀节点

DQ解也可收敛达精确结果,因此, 下面的数值算例中均采用 7 @ 7个不均匀节点进行计算# 表

2中, 给出了本文7 @ 7个不均匀节点的 DQ解和三维薄板解析解及其它方法所给的薄板的数

值结果[ 9] , 可见与有限元方法相比,本文的 DQ解具有更高的计算精度,但比有限元方法具有

少得多的计算量# 还可以看到,当板的厚度较小时,有限变形薄板理论与剪切板理论的 DQ解

相当吻合# 当板不是太薄时, 两者的差别将在下面讨论# 
表 2 方板 ( h/ a = 0. 01) 的中心挠度

方法 解析解[ 9] FEM[9] FEM [9] DQ[ 9] DQ薄板解[本文] DQ[本文]

w

( w - w * ) / w *

0. 940

 

1. 028

( 9. 3% )

0. 942

( 0. 3% )

0. 944

(0. 4% )

0. 940 9

(0. 09% )

0. 941 4

(0. 15% )
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3. 2  几何、材料参数及横向剪切效应对非线性弯曲的影响

图 1  方板 ( h/ a = 0. 01) 的中心挠度在不同

节点分布时的收敛性

图2为具有不同的长宽比情况下的正交各向

异性板(材料A)的无量纲中心挠度随无量纲载荷

的变化曲线# 计算中, 板的宽厚比为 h/ a =

011# 
从图 2可以观察到,在一定的无量纲载荷下,

随着长宽比 K= a/ b 的减少, 无量纲中心挠度

w / h不断增加, 而且, 板的非线性程度也随着增

加# 可以看到,当 Q = qa
4
/ E1h

4
= 4. 8,长宽比 K

= a/ b = 1. 5, 1, 0. 5 时, 中心挠度的相对误差

( w linear - w nonlinear) / w linear 分别是 4. 6% , 10. 1%,

29. 4%# 这表明非线性问题与相应的线性问题结

果的差异, 随着无量纲中心挠度 w / h 的增加而增

加# 与线性理论相比,非线性理论更具合理性# 

图3表明随着板的厚宽比 h/ a 的增加, 横向剪切效应的影响明显地增大,尤其对各向异

性板# 特别, 当厚宽比 h / a = 0. 1和0. 2时,对各向同性板,剪切板的中心挠度w 比相应薄板

的中心挠度 w1 分别大出 5% 和 20% ;而对各向异性板,剪切板的中心挠度 w 比相应薄板的中

心挠度 w 1分别大出50% 和 188%# 同时,对具有相同的厚宽比 h/ a 的各向异性板,随着材料

参数比 E1/ g13的增加,当 h/ a \0. 05,剪切板与相应薄板的中心挠度的相对误差( w - w 1) / w 1

明显地增大# 这表明随着厚宽比 h/ a和材料参数比E 1/ g13的增加, 必须计及横向剪切效应的

影响# 

图 2  不同长宽比对板的中心挠度 w 与     图 3  横向剪切效应对板的非线性

载荷 q 间的关系曲线的影响 弯曲的影响

3. 3  结论

以上数值结果的分析表明:对考虑高阶横向剪切效应的正交各向异性板的非线性弯曲问

题,采用 DQWB微分求积方法,即使取较少的节点,所得到的结果也能收敛到精确解# 采用不

均匀节点分布时 DQ解的收敛性明显优于均匀节点分布时 DQ解的收敛性# 由于运用了新的
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分析技巧减少了未知变量,简化了非线性方程的计算, 与有限元方法、有限差分方法和边界元

方法相比,DQ方法在计算复杂的非线性问题时有较高的效率, 较少的计算量 ,更易于工程应

用# 

附 录  A

公式( 1)中的 G i 和Ai 给定为

  A 11 = L, A 12 = eM1L, A 22 = eL, A 66 = g12,

  G1 = - L/ 252, G2 = - eL/ 252, G3 = - (2g12/ E1+ M1eL) / 126,

  G4 = 4L/ 315, G5 = 4eL/ 315, G6 = 4(2g12/ E1+ M1eL) / 315,

  G7 = - 8g 13/ 15E 1, G8 = - 8g23/ 15E1, G10 = 17L/ 315,

  G9 = 17( g12/ E1 + M1eL) / 315, G11 = 17g12/ 315E1 , G12 = 17eL/ 315,

其中   L= 1/ (1 - M1M2) , e = E2 / E1# 

附 录  B

公式( 7)中的 Hi 和 Li 给定为

  L1 = A 11( Iy ª �Bx ) + A 66K
2 (�By ª Ix ) , L2 = ( A 12 + A 66 ) K(�Ay ª �Ax ) ,

  L3 = A 22K
2(�By ª Ix ) + A 66 ( Iy ª �Bx ) ,

  L4= G1( Iy ª �Dx ) + G2K
4(�Dy ª Ix )+ G3K

2(�By ª �Bx )-

    G7B
2( Iy ª �Bx )- G8K

2B2( By ª Ix) ,

  L5 = K2B2A 12 (�By ª Ix) + B2A 11( Iy ª �Bx ) ,

  L6 = K2B2A 22(�By ª Ix) + B2A 12( Iy ª �Bx ) ,

  L7 = B- 1( Iy ª �Ax ) , L8 = KB- 1 (�Ay ª Ix ) ,

  H1 = - G4( Iy ª �Cx ) - G6K
2 (�By ª �Ax) + G7B

2( Iy ª �Ax ) ,

  H2 = G10B( Iy ª �Bx ) + G11KB(�By ª Ix ) + G7B
3 ( Iy ª Ix ) ,

  H3 = G9KB(�Ay ª �Ax ) , H5 = G9KB(�Ay ª �Ax ) ,

  H4 = - G5K
3 (�Cy ª Ix ) - G6K(�Ay ª �Bx ) + G8KB

2(�Ay ª Ix) ,

  H6 = G12K
2B(�By ª Ix) + G11B( Iy ª �Bx) + G8B

3( Iy ª Ix) ,

  H7 = G4B( Iy ª �Cx) + G6K
2B(�By ª �Ax) - G7B

3( Iy ª �Ax ) ,

  H8 = G5K
3
B(�Cy ª Ix ) + G6KB(�Ay ª �Bx) - G8KB

3
(�Ay ª Ix ) ,

其中ª 表示 Kronecker 矩阵积, Ix 和 Iy是单位矩阵# 
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Differential Quadrature Method for Bending of

Orthotropic Plates With Finite Deformation

and Transverse Shear Effects

LI Jing_jing,  CHENG Chang_jun
( Shanghai In stitute of Applied Mathem atics and Mechanics , and Depar tm ent of Mechanics ,

Shanghai Univ er sity , Shan gha i 200072, P . R . China )

Abstract: Based on the Reddy. s theory of plates with the effect of higher_order shear deformations,

the governing equations for bending of orthotropic plates with finite deformations were established.

The differential quadrature method of nonlinear analysis to the problem was presented. DQWB ap-

proach was extended to handle the multiple boundary conditions of plates. The techniques were also

further extended to simplify nonlinear computations. The numerical convergence and comparison of

solutions were studied. The results show that the DQ method presented is very reliable and valid.

Moreover, the influences of geometric and material parameters as well as the transverse shear defor-

mations on nonlinear bending were investigated. Numerical results show the influence of the shear de-

formation on the static bending of orthotropic moderately thick plate is significant.

Key words: higher_order transverse shear deformation; finite deformation; differential quadrature

method; DQWB approach; convergence and comparison study of solution
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