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摘 要

本文从 K ar m o n 板大挠度方程出发
,

以挠度为摄动参数
,

采用直接摄动法
,

研 究 了简支矩

形板在单向压缩作用下的后屈曲性态
.

本文讨论了两种面内边界条件
,

同时考虑了初始挠度的影响
。

计算结 果 与实验结果的 比较表

明二者是一致的
.

本文所用的方法
,

没有见到有人发表过
.

作者认为
,

对于矩 形 板后屈曲分析
,

本文是比较简

明的
。

己} 会
户

J . 厂飞

简支矩形板在单向压缩下屈曲是弹性稳定理论中的经典问题
,

又是一个重要问题
.

弄清

矩形板的后屈曲性态
,

以及初挠度对屈后性态的影响
,

对充分认识和利用平板的后屈曲超载

性能具有十分重要的意义
.

一般认为
,

矩形板具有稳定的后屈曲平衡路径
.

S te in (1 95 9) “ ’曾发现
,

随着加载过程

的延续
,

矩形板在后屈曲阶段将出现纵向波形的跳跃
.

这种现象后来被称为二次屈曲
,

并引

起了许多学者的注意和研究
‘“” 〔今」’〔6 ” 〔7 ” ‘日3 ’〔’“’. 由于各人所 用方法不同

,

所得结果存在明显

的差异
.

目前
,

对矩形板二次屈曲的机理和性态还缺乏统一的认识
.

因此
,

有必要对矩形板

的后屈曲性态作进一步的分析讨论
.

在矩形板屈曲和后屈曲分析中广泛采用 G al e r ki n
法和能量法

,

摄动技术仅被用于非线

性代数方程
〔2 ” ‘”” ‘。’.

需要特别指出
,

文 〔1 」曾以载荷为摄动参数
,

采用连续摄动法求得四边简支矩形板后屈

曲平衡路径的二级渐近表达式
.

但是很多情况说明
,

采用载荷为摄动参数往往使载荷挠度关

系曲线在挠度较大时并不收敛于真实解
.

一方面为了避免能量法
、

G al e rk in 法带来的繁复
,

另一方面为了 减 小以载荷作摄动参

数造成的偏差
,

本文将以挠 度为摄动参数
,

采用直接摄动法
,

将 K ar m 反n
板 大挠度方程化

为一系列线性方程求解
,

在求得大挠度渐近解的基础上
,

利用边 界条件直接导得后屈曲平衡

路径的四级渐近表达式
.

渐近解中含有初挠度的影响
.

初挠度的形式取作和矩形板小挠度解

的形式一致
.

.

钱伟长推荐
。
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本文讨论了两种面内边界条件
,

一种为纵向边缘可移简支
,

一种为纵向边 缘 不可 移 简

二
、

基 本 方 程

假定四边简支矩形板的长为
a ,

宽为b
,

厚度为t
,

受到对边均布压力
.

取坐标系如图 1所

示
.

并以研
带和班分别表示初始的和附加的挠度

,

以功表示应力函数
,

那 么 K ar m a n
板大挠

度方程可表为如下形式
:

、、、、、
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图 1 单向压缩简支矩形板
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.

一般说来
,

要想求得其精确解是困

难的
.

本文将以直接摄动法来构造其渐近 解
.

三
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_ (m
Z
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2
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.
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将式 (3
.

2 0 )代入边界条件 (2
.

1 4 b )得

4几
:

刀
2
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’+ 。2

刀
Z
B 石若

, + 。4

刀
Z
B 石合

) + ⋯ (4
.

5 )

将式 (4
.

2 )
、

(4
.

3 )
、
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.

4 )代入 (4
.

5 )得

1 (
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L
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Zn
节

2
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“
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Z
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将式 (3
.

1 9 )
、

(3
.

2 0 )及(3
.

2 )代入(2
.

1 6 )得
.

1 m Z , 曰 . _ 、 」 , 、 , , 、 。

。 ·

= ”·

十眨 产 Ll 十郑 )月 ii
’

月“
’

““十 ”
’

(4
.

7 )

其中摄动参数 A ;介具有明显的物理意义
.

因为由式 (3
.

19 )

当 x = 二/ Zm
, 夕= 二/ Z n 时

,

最大无量纲挠度

w 。 二A ;l
, 。 一 (A {弓

, + 月封
, )。

8 + O (。
‘

)

反之

(4
.

8 )

1
, _

.
、 。 , _

.

_ ‘

「
直 ii

‘

e 二 w 。 十
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万 Ll 十 拼)
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咒
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十 。

。
2

扮
+ 。(? : )

(4
.

9 )

将式 (4
.

9) 代入(4
.

6 )
、

(4
.

7) 我们得到以最大无 量纲挠度为摄动参数的表达式
:

十

磊烹终
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“
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<
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2
.

纵向边缘不可移简支

由边界条件 (2
.

1 5c )我们有d
,
= 0

将式(3
.

1 9 )
、

(3
.

2 0 )及 (3
.

2 )代入 (2
.

1 7 )我们导得

一 (瑞名
’十 。2

瑞扩+ 户瑞扩十 ⋯ ) + : (刀
Z
B 石名

) + 。么

刀
Z
B 石若
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4
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Z
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.
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.
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、
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Z
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对于纵边不可移简支
,
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.

5) 仍然成立
.

由式 (4
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、
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1 2 )
、
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因此
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将式 (4
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18) 代入 (4
.

16 )
、
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1 7) 我们得到以最大无量纲挠度为摄动参数的表达式
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可— 奋
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二互 厂
_
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P
一

厂气阴
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一 v 界一
P

一
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-
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P
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2 0 )

在式 (4
.

10 )
、

(4
.

1 9) 中
,

当 田。= O
,

即为线性临界值
.

可见纵边不可移简支和可移简支的线

性临界力
,

后屈曲平衡路径都是不同的
。

五
、

结 果 和 讨 论

根据渐近分析导 出的公式
,

我们分别计算了两种面内边界条件
,

对应不同长宽 比 (刀=

1
,

2
,

4) 矩形板的后屈曲平衡路径
.

其中Poi sso n 比取
v = 。

.

3 ,

初挠度取 附州t = 0
.

。
,

0
.

1
.

计

算结果如图2
、

图3所示
.

可 以看出
:

1
.

对应不同纵向半波数m 的久~ d曲线是相交的
,

且随着矩形板长宽比夕的增加
,

其交点

愈 来愈接近初始屈曲点
。

2
.

对应纵向半波数 m 值较高 的曲线能量水平较低
,

因此实际结构将由低波数跳到高波

数
,

在较低的能 量水平上继续保持稳定 的平衡
.

3
.

由于初挠度的影响将使波形转变提前发生
.

这一点和实验中观察到的现 象 是 一 致

的【‘”’.

以纵向半波数跳跃为特征的多次属曲反映了矩形板后屈曲的复杂过 程
·

图 4 为长宽比
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乡
二巨;

l;

l
一岁岁
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.

0一二一乙乡;

一飞内n岁Z‘3。�1

( e )

图2 纵边可移简支板载荷
一

纵向

缩短曲线

( e )

图 3 纵边不可移简支板载荷
一

纵向

缩短曲线

刀~ 4的矩形板后屈曲阶段纵向半波数 m 从 5 0 6 、7 0 8 的 之~ d 曲线
.

图中双点划线为文厂1〕实

验曲线
.

实验表明
,

当纵向半波数 m > 6时
,

矩形板开始出现塑性变形
,

因此
,

当m 值较大时

实验曲线要比理论曲线低得多
,

而在。< 7的范围内
,

实验曲线与理论曲线相当接近
.

图5为本文计算结果与文【1〕摄动解及实验结果的比较
.

S te in 曾指出实验数据有相 当大

的离散
.

事实上
,

大部分实验数据落在本文计算结果 。二 4 和。二 5的两条线之间
,

且当纵向

缩短较大时
,

实验数据接近m = 5的理论曲线
.

图 6 为本文渐近解与实验结果的比较
.

试件的几何尺寸
,

特性参数以及纵边边界支承条

件详见参考文献〔1。〕
.

图示表明
,

在理论和实验间得到了非常合理的符合
,
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