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摘要:  研究了周期激励 Stuart_Landau方程的锁频周期解# 利用奇异性理论分别研究了这些解关

于外部激励振幅和频率的分岔行为# 结果表明:关于外部激励振幅的普适开折具有余维 3,在某些

条件下,得到了转迁集及分岔图# 另外还证明: 关于频率的分岔问题具有无穷余维, 因此该情形下

的动力学分岔行为非常复杂# 发现了一些新的动力学现象, 它们是孙亮等所获结果的补充# 

关  键  词:  Stuart_Landau 方程;  分岔;  普适开折;  芽

中图分类号:  O193; O177. 91   文献标识码:  A

引   言

众所周知, 流体稳定性是流体力学中最重要的问题之一, 它涉及到层流如何被破坏以及

它的演化过程# 我们还知道,在非线性流体流动稳定性研究中, Stuart_Landau 方程起着重要作

用# 事实上,大量的研究表明:在 Reynolds数接近不稳定临界值时, Stuart_Landau方程很好地刻

划了圆柱体尾迹的动力学特征,实验研究也表明: 周期激励 Stuart_Landau方程是研究振动圆柱

体尾迹动力学的合适模型# 

文[ 1]得到了周期激励 Stuart_Landau方程的锁频周期解, 在满足一定条件下, 分别研究了

这些解关于外部激励振幅和频率的依赖关系# 本文利用奇异性理论, 研究周期激励 Stuart_

Landau方程锁频周期解关于外部激励振幅和频率的分岔行为,给出了转迁集和分岔图,发现了

一些新的动力学现象,它们是[ 1]中结果的补充# 

1  振幅分岔方程分析

考虑由二维钝体尾迹的超临界失稳形成的非定常流动# 当 Reynolds数接近不稳定临界值
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时,尾迹的动力学行为可由下列的 Stuart_Landau方程描述[ 2] :

  

dA
dt

= RrA -
1
2
l rA

3
,

d<
dt

= Ri -
1
2
l iA

2
,

( 1)

这里 A ( t ) 为振幅, <( t ) 为相位, l i和 l r为Landau系数, Rr和 Ri由定常基本流线性稳定性的复

特征值 R = Rr + iRi确定# 

当周期激励施加于流场时, Provansal通过在原来的Stuart_Landau方程上添加激励项来描述

流动的非定常部分, 给出了如下修正方程
[ 2]

  

dA
dt

= RrA -
1
2
l rA

3
+ A ecos( Xe t - <) ,

d<
dt

= Ri -
1
2
l iA

2
+

A esin( Xe t - <)
A

,

( 2)

其中 A e和 Xe是强迫激励速度的振幅和角频率# 

在[ 1]中,孙亮等研究了方程( 2)的满足条件 dA/ d t = 0, d</ dt = Xe的锁频周期解, 得到

了振幅分岔方程

  f ( N) = aN3
- bN2

+ cN- d = 0, ( 3)

其中 N= A
2
0, A 0 为周期解的振幅,

  a =
1
4 ( l

2
i + l

2
r) , b = l i ( Ri - Xe) + l rRr, c = Rr

2
+ ( Ri - Xe)

2
, d = A

2
e# 

孙亮等在 a > 0, c > 0, d > 0条件下,讨论了相应于

  f ( N0) = 0, f c( N0) > 0 ( 4)

的解的动力学行为, 且分别给出了这些解关于外部激励振幅和频率的依赖性# 

我们知道, 实系数 3次代数方程的根可分为下列情形:

( � ) 一实根和一对共扼虚根;

( � ) 一实根和一个二重实根;

( � ) 一个三重实根;

( � ) 三个不同实根# 

我们还知道,在小扰动下, 系统( 2)解的分岔仅发生在相应于方程( 3)的重根处, 且满足条

件( 4)的解处一定不发生分岔# 

换句话说, 当振幅接近振幅方程( 3)的重根时, 系统( 2)的动力学行为是更加复杂的# 

本文我们讨论从系统( 2)的锁频平凡周期解产生的分岔, 对于其它平衡解,可用类似方法

讨论# 

1. 1  响应振幅关于激励振幅的分岔行为
在方程( 3)中,令 A= b / a, B= c/ a, C= d / a, 我们得到振幅分岔方程

  N3
- AN2

+ BN- C= 0# ( 5)

为习惯计,在方程( 5)中,令 x = N, K= A e/ a = C
1/ 2

, 方程( 5)变为

  g( x , K) S x
3
- Ax

2
+ Bx - K

2
= 0# ( 6)

考虑平凡解 ( x , K) = (0, 0) , 我们知道, ( x , K) = (0, 0) 是 g( x , K) 的分岔点的必要条件是:

gx (0, 0) = 0,即 B= 0,换句话说, 这对应于 Rr = 0, Ri = Xe, 也就是1Ø 1内共振# 在 1Ø 1内

共振情形,我们得到 A= 0# 因此,在强等价意义下,刻划 g ( x , K) 在(0, 0) 处附近的本质特征
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的基本芽是: �g ( x , K) S x
3
- K2# 

由文献[ 3] , 我们有下列结果

命题  芽 �g ( x , K) = x
3
- K2的普适开折为

  G( x , K, A1, A2, A3) S x
3
- K2

+ A1x K+ A2x + A3, ( 7)

于是, �g 有余维 3# 

在小扰动和强等价意义下,在 1Ø 1内共振情形, 锁频周期解关于激励振幅的分岔行为完

全由式( 7)描述, 式( 7)的动力学行为在下面的第 2节给出# 

1. 2  响应振幅关于混合频率的分岔行为
在方程( 5)中, 我们视 B、C为开折参数, 它们在0附近取值( B接近 0等价于系统(2) 接近

1Ø 1内共振) ,视 A为分岔参数# 在方程(5) 中,令 N= x , A= K, 则方程( 5)变为

  Ĝ ( x , K, B, C) S x
3
- Kx2

+ Bx - C= 0, (8)

在此情形下,我们取基本芽 ĝ ( x , K) = x
3
- Kx 2

,可以证明芽 ĝ 有无穷余维# 

事实上,利用限制切空间 RT ( ĝ ) 的表达式,我们有

  RT ( ĝ ) = 3ĝ , xĝx , Kĝx4 = 3x 3
- Kx 2

, 3x 3
- 2Kx2

, 3x2K- 2K2
x4=

    3x 2
K, 3x

3
- 2Kx

2
, 3x

2
K- 2K

2
x4 = 3x 3

, x
2
K, xK

24# 

显然,对任何正整数 k , Mk ¾ RT ( ĝ ) , 因此, codimĝ = ] # 

图 1 情形 A的转迁集和分岔图

图 2 情形 B的转迁集和分岔图

由于 codimĝ = ] , ĝ ( x , K) 的普适开折具有无穷多个开折参数,因此,这些解关于混合频

率 K的分岔行为非常复杂# 在下面的第2节,我们将仅讨论芽 ĝ ( x , K)的双参数开折 Ĝ ( x , K,

B, C) 的分岔行为,这里的 Ĝ ( x , K, B, C) 由( 8)给出# 

2  转迁集和分岔图

在这部分, 我们讨论普适开折( 7) 和双参数开折( 8)的分岔行为, 它们分别刻划了响应振

幅关于激励振幅及混合频率的分岔特征# 由力学背景,我们分析了 6种形式的两参数开折# 

根据状态变量和参数的物理意义, 我们得到了带有约束的转迁集和分岔图(关于约束分岔问题

可参见[ 4] ) , 下面我们给出这些结果# 

2. 1  普适开折( 7)的转迁集和分岔图

考虑到多项式 G( x , K, A1, A2, A3) 的次数是 3,我们得到双极限点集是空集# 
情形A  A3 = 0, A2 \0 (见图 1)
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图 3 情形 C 的转迁集和分岔图

图 4  情形 D的转迁集和分岔图

分岔点集

  B: A
2
2( A

4
1- 64A2) = 0;

滞后集

  H : A2 = 0# 

情形 B  A2 = 0 (见图 2)

分岔点集

  B: A
6
1+ 432A3 = 0;

图 5 情形 E 的转迁集和分岔图

图 6 情形 B \ 0, C \ 0的转迁集和分岔图

滞后集

  H : A1 = 0, A3 = 0# 

为节省篇幅,我们省略情形C: A1 < 0( | A1 |

充分小) ; 情形 D: A1 = 0; 情形 E: A1 > 0( A1充分

小)的相应结果# 关于情形 C、情形 D、情形 E 的

转迁集和分岔图分别, 见图 3、图 4和图 5# 我们

应当提出: 为完整起见,在图 1~ 图 5中,我们给出了 K< 0的部分, 实际上,根据力学背景,这

些部分不存在# 

2. 2  双参数开折( 8)的转迁集和分岔图

根据开折参数 B、C的物理意义,我们仅在 B \0, C\ 0条件下,考虑双参数开折( 8)的分

岔行为# 

分岔点集

  B: B= 0, C= 0;

滞后集

  H : 27C2
- B3

= 0,

其转迁集和分岔图见图 6# 

3  结   论

利用奇异性理论,我们研究了周期激励 Stuart_Landau方程的动力学行为,得到了锁频周期

解关于激励振幅和频率的分岔特征# 结果表明: 源自平凡解 ( x , K) = (0, 0) 的分岔,仅仅在1B

1内共振时才会发生,此时存在着丰富的动力学分岔模式, 展示了一些新的动力学现象,它们
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是[ 1]中结果的补充# 
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Abstract: The lock_in periodic solutions of the Stuart_Landau equation with a periodic excitation are

studied. Using singularity theory, the bifurcation behavior of these solutions with respect to the exc-i

tation amplitude and frequency were investigated in detail, respectively. The results show that the un-i

versal unfolding with respect to the excitation amplitude possesses codimension 3. The transition sets

in unfolding parameter plane and the bifurcation diagrams are plotted under some conditions. Add-i

tionally, it has also been proved that the bifurcation problem with respect to frequence possesses inf-i

nite codimension. Therefore the dynamical bifurcation behavior is very complex in this case. Some

new dynamical phenomena are presented, which are the supplement of the results obtained by Sun

Liang et al .

Key words: Stuart_Landau equation; bifurcation; universal unfolding; germ
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