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摘 要

本文在文[ 1 ]基础上
,

导出了含有任意分布裂纹系的圆柱扭曲函数的解析表达式
,

从而把问

题化为以未知 位 错密度函数表示的奇异积分方程组
.

文中利用奇异积分方程的数值方法
‘,

,,1
,

对

带有多根裂纹的圆柱的抗扭刚度 和应力强度因子作了若干数值计算
.

此外
,

本文还首次将裂纹切

割法〔, j推广用子求解矩形柱的扭转
,

数值结果表明方法是成功的
.

已l 全
.

砂 . 「刁

虽然许多作者对带裂纹柱体的扭转作过研究
,

并得到某些结果
,

但从 目前的文献看
,

还

没有求解任意分布多裂纹柱体扭转的一般方法
.

本文在这方面作了成功的尝试
,

首先求得了

一般位置单裂纹扭转基本解
,

进而使用迭加原理
,

导出了任意分布裂纹系圆柱的扭曲函数及

其相应的剪应力一般表达式
。

利用这些结果
,

可将带裂纹圆柱体的扭转化为求解一组奇异积

分方程
,

从而能使问题得到解决
.

此外
,

本文还将裂纹分割法首次推广用于求解矩形柱的扭

转
,

精确地得到了矩形截面柱的抗扭刚度及剪应力的表达式
.

实际计算表明
,

本文建议的裂

纹分割法具有计算量小
、

精度高的特点
,

而且它为解决任意多裂纹非圆柱体的扭转提供了一

种通用方法
。

二
、

单裂纹扭转基本解

利用文〔1 〕的结果
,

可以求出圆柱 口
+

(图 1) 上任一倾斜波纹 (O 。 ,

B 。)扭转时的扭曲函

数为
:

。 I f
甲“x

,

y ) = 几 e we

万「J (Z 一 2 0 , + 亡e X p [一‘0 , 〕)e x p [‘口, 〕n
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·

In (尸一 (艺。 , 一亡e x p [i口, 〕)Z ) }/
。(雪)d咨 (2

.

1 )

式中z 和Z 。 ,
均为整体坐标系 (o xg )中的复坐标

,

函数八 (口为由下式定义的裂纹 (0 , ,

B . )的

位错密度函数
:

了
·‘“,
一去

-

a
~

万荞
.

L田以‘
,

+ 0 )一 口 . (g
,

一 U ) J
口白

(2
.

2 )

,

中国科学院科学基金资助的课题
.



王 晓 春 汤 任 基

其中 a 为圆柱 口
十

的扭率
, 。 。(乙

,

士0) 为裂纹 (O
。 ,

B . )的上岸和下岸的翘曲位移
。

区域 p
十

L的剪应力按以下公式计算
:

几一 lla (北
一

u), 乍 一、(北
十

x) (2
.

3 )

抗扭刚度为
:

刀 一

髻
一

;二R’+
。

丁
。 十

(
a切

劣刁夕
一 ,

一

岔)、 (2
.

4 )

以上公式 中
, 拼为剪切模量

,

M 为柱端作用的扭矩
.

如果裂纹 (O 。 ,
B , )与O x 轴平行

,

则以上结果可得到简化
.

令

Zo
* = b + ih

,

Z : 。= a + ‘h

式中
a ,

b和 h均为给定的常数
,

则此裂纹的扭曲函数为
:
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.
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相应的剪应力为
:
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+ 越 { 占
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(x
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y ; t)f
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(t )d t (2
.
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式中

占
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,
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封一 h
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一 h夕一 tx 护+ (t夕一 hx )
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10 )

抗扭刚度可根据 (2
.

4) 并使用格林公式求得为
:

D 一。汀*
4

/ 2 一。

{:
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2
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) ,
:

(, )d ,
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.

11 )

裂纹尖端的应力强度因子由该处的剪应力奇性主部决定
,

可以证 明
,

K (a ) = lim 拼a 斌 厄丈反一可
一

f
* (t )

K (“)
一悠

”a 斌 2 (“一“ , f
‘

(‘’

由以下公式给出
:

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

以上公式 (2
,

1) ~ (2
,

1 3) 均以函数 f
, (t )表示

,

此处称它们为单裂纹扭 转基 本解
,

利用
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这些公式
,

可得到一般多裂纹系的相关结果
.

三
、

任意分布裂纹系的积分方程

作为一个例子
,

考虑图 1 所示的包含有任意分布的裂纹 (O , ,

B
。
) (寿二 1

,

2
,

⋯
,

n) 的柱体

口
+

的扭转
,

其扭曲函数可利用迭加原理表为

rB 希
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.
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:
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式
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:

孙
“, ““

(3
.

3 )

让此应力满足各裂纹表面不受外力的条件
,

即各裂纹上法向剪应力等于零
:

丁, 。‘。“ r , :

(x
,

夕)
·

e o so。 + 公 : :

(x
,

, )
·

sin o。 = 0

(劣
,
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壳= 1
,

2
,

⋯
, n
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.

4 )

则得到

介
门口
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2
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‘

5 )

式中

H * (亡)= 2 0 。一立e x p [一 州* 〕
,

雪〔(O 。 ,

B
七

) (儿二 1
,

2
,

⋯
, n )

对内裂纹而言
,

未知函数f
。(幼满足以下位移单值性条件

:

r B 介

} f。(乙)d乙= o (寿= 1
,

2
, ‘

” , ” )
‘
O 七

(3
.

6 )

解以上积分方程组
,

即可求出各裂纹的末知函数 f
* (妇

,

然后回代
,

便求得带裂纹柱体的抗

扭刚度及裂纹端点的应力强度因子
.

下面用以 上结果
,

研究实际中典型的裂纹柱的扭转
.

四
、

带有单根水平裂纹的圆柱

当域 口
+

中只有一根水平裂纹时
,

并且参数取 (2
.

5 )的形式
,

则问题的积分方程具有最简
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单的形式
,

可以表为

拟约
一

d , +
一

1
一

{
r ee X 兀 J

K
;

(二 ; t)f
:

(t)d t = 一 x (4
.

1 )
rl

J

11兀

式 中

K
I

(劣 ; t)“

函数f
:

(t )满足以下条件

一 tR
么
+ (h

Z
+ t名) x

(R
Z
一h

Z
一 t劣)

2
+ h

Z

(t一 x )
“ 正(a ,

b) (4
.

2 )

I f
,

(t)d t= A (4
.

3 )

这里 A 为常数
,

内裂纹时为零
,

否则由问题的物理意义决定
.

积分方程 (4
.

1 )
,

(4
.

3) 的求解可按文献〔7」的方法类似地进行
,

具体做法参看【2」
.

下面

给出了内裂纹和边裂纹的某些结果
.

内裂纹的结果与文〔3」作了比较
,

符合很好(见表 1 )
.

表 1 应力强度因子比较 (R = 5 0 0 o m
,

M = 6
.

5 x lo , k g 一m m )

a b h K (
a
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一

m m
一 3 / 2

)
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一
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)
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.
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.
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.
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.
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.
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。

1 25

边裂纹的结果绘于图 2
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井
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图 2

五
、

带四根裂纹的圆柱

作为第二个例子
,

本节研究图 3 所示的圆截面内含有两两对称的四根裂纹的扭转问题
。

根据前面的讨论
,

此问题的扭曲函数为

, ‘“
,

“
,

“
,
劣

,

, ) 一
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一
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+ t g 一 h劣 一勿
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!
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.
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图 3

由于对称
,

因而f
; = ja = j

,
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h
,

L
,
x

,
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j
Z
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‘
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.
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L
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6 9 7

( 5
.

1 )

( 5
.

2 )
b
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1
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K , ( R
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h
,

劣
,
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.

3 )
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.
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相应的剪应力为
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“
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L
,
x

,

。,
一

。a 。+
一

臀 雪
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.
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让应力 (5
.
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、
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.

6) 满足裂纹的边界条件
,

_

则得问题的积分方程为
:

吴!{
。

[
一

态
+ K

l ! (*
,

”
,

一 ‘)

]
“‘,“‘+

亡工{
。K

1 2

‘R
,

”
,

L
,

一 ‘,““ ,“‘

一
(5

.

1 1 )

王{
“

、: , (*
,

、
,

:
,

。 ; , )j(, ) J , + 王}
”

f
二 ‘

, ,

+ 、 : :

(*
,

:
,

。; , )1
。(, )d ,

一
。

J‘ 7 一 a “‘ J 一 b L .

一 夕 J

(5
.

1 2 )
这里
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,
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,
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L
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1 3 a一d )

本节只讨论裂纹间不相交的情形
,

并且各裂纹均为内裂纹
,

因而未知函数f
,

刀还满足以

下条件
:

{{
。

, (, )d ‘一。
,

丁{
。 。“, d ‘一 0

(5
.

1 4 )

积分方程 (5
.

1 1 )
、

(5
.

1 2) 及 (5
.

1 4 )为一组典型的柯西型奇异积分方程
,

它们可按文献 [ 7 」的

数值法进行求解
,

具体见〔2 〕
.

在求得未知函数f( t) 及 g( t) 后
,

即可按类似于第二节的方法

计算圆柱的抗扭刚度为
:

。一D
。
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扣
2
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式中 D 。= #研夕2 ,

无量纲抗扭刚度定义为
:

。, 二
一

只
二 1 一 臂丁

‘

f
‘

(。
2
一 , : )f(, )、, +

’

〔
” (。

2
一 , 么)。(, )、4

刀
0 l j o 气 J 一 O J尸 七 决;

(5
.

1 6 )

应力强度因子为

K (a )= 一 拼a lim 斌 2 (。二二)f(二)

K (“)
一

“a

溉 丫 2 (b‘。) “(“)

这里对参数比为
。
/h 二 1 ,

h/ R 二 0
.

5 的情形作了无量纲数值计算
,

(5
.

1 7 )

(5
.

1 8 )

结果绘于图 4
.

(K 气a)

~ K (a )/ 召a R D 补斌 。 ,

K 关(b )二K (b)/ 召a R D 芳刚 b )
。

(O
论
)

(K 苍 )

门 0
.

5

D
斧 ,

之二乙/ R 二

一、:》

K . (b)
,

K 书 (a )
,

丸二 0
.

凡

—
-

一

一
宁二乏

.

0
.

0 3
匕一

一

7 二好R

可h一 1
,
人/ R 二D

.

5

图 4

六
、

裂纹切割法解矩形柱的扭转

所谓纹裂切割法就是利用已得到的含纹裂圆柱的结果
,

让裂纹极限扩展
,

而从原来的圆

截面割出所要的截面
,

从而得到相应的结果
。

若在上节的公式中
,

选择参数 (L
,

h) 满足条件

乙
2 + h忿= R

忍
(6

.

1 )

然后让图 3 中的各裂纹与圆周相交
,

在圆截面上割出一完整矩形
,

则此矩 形 柱 的 扭曲函数

甲: (二
,

夕)
,

剪应力分量
: : : :

和 : : , :

及积分方程可直接由前节公式(5
.

2 )
,

(5
.

5 )
,

(5
.

6 )
,

(5
.

1 1 )

和 (5
,

1 2 )令 L = a ,

h = b得到
,

即

甲: (义
,

y) = 切(R
,

b
, a ,

x
,

夕) (6
.

2 )

丁: 二:

(劣
,

夕)= 丁 : :

(R
,

b
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%
,
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.

3 )

: * r :
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,

夕)二了 , :

(R
,

b
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%
,

刀) (6
.

4 )

以及

,

二
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1
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其中

K 萝
,

(x ; t)二K
, ,

(R
,

b
,
x ; t)

,

K 犷: (x ; t)二K
, 2 (R

,

b
, a ,

劣 ; t)

K 贯
,

(g ; t )二 K
: ,

(R
,

b
, a ,

夕; t)
,

K 竺
2

(夕; t )= K
2 2

(R
, a ,

夕; t)
} (6

.

7 a ~ d )

从 (5
.

1 3) 和 (6
.

7) 看出
,

K 贯
,

(二 ; t) 和K 竺
2

(y
; t) 在棱柱角点处已出现奇性

,

因而积分方程

(6
.

5 ~ 6
.

6) 是一组广义柯西型奇异积分方程
,

这一点与前几节有根本的区别
,

因此积分方程

的解也与前不同
.

根据扭转棱柱角点附近的应力奇性分析
【‘’,

上述积分方程的解可表为下列

形式

f(t ) = F (力双1 二砂
, g (劲= G (动斌

一

1二护 (6
.

8)

式中
: 二 t/

a ,

于= Z/ b
,

F (幼及G (补 为有界函数
.

矩形柱的抗扭刚度通过计算矩形域口
: 上的扭矩M

:
得到

,

即

刀 : = M
:
一 。

几
*

‘
x:+ 户“ +

呱(
二

aa;B
一 。

黔“ (6
.

9 )

由于这里的甲
: 是通过位错密度函数f(t) 和 g( t) 表示的

,

即使在裂纹极限切割的情形
,

函数 甲,

也依然保留在裂纹的上下岸取值不同的特性
.

注意 到现在矩形边界的内外侧就是原裂纹 的上

下岸
,

再使用格林公式将 (6
.

9) 的右边第二项化为围线积分
,

经繁琐的数学推演
,

就得到

D一 1 6一“

峡
一1

晏
一
+ 、花

、
〔l{

。

K · (一“
,

, ) , (‘)d ‘+

I{
。 K · (“

,

一 , )。(‘)d‘

〕1
(6

.

1 0)

式中 K ,
由下式给出

:
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R
Zy

9 2
+ tZ (6

.
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而函数F 定义为

二(,
,

,
, ·

卜丁{
,

为求矩形长边中点内侧的剪应力
,

切月(a 一 0
,
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梦
(p 士亡)

“+ t么
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.
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首先考察下列极限
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,

夕)
留 一笋口 一 0
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.
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并使用公式
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,

g )“

则得到无量纲剪应力公式
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式中

雪: , (t) ==
t一 a ,

一tR
Z
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一奋I 一

— 屯顶 下 了及 一 , r 一奋
~
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表 2 给出了矩形柱抗扭刚度与剪应力弓的数值结果与文 [ 8 〕的比较
,

表明
,

本文建议的裂纹切割法在解这类 问题时是相当有效的
.

(6
.

1 7 )

(6
.

1 8 )

二者符合很好
.

这

表 2 矩形柱抗扭刚度与剪应力 : 支

D 委(= D ,

/ 1 6a 3 b拜)

文【8 〕 本 文

0
.

1 4 0 6 0
.

1 4 06

0
.

2 2 9 0
.

2 2 87

0
.

2 6 3 0
.

26 3 3

0
.

2 8 1 0
.

2 80 8

0
.

2 9 1 0
.

2 0 13

0
.

3 12 0 3 12 6

二
长(‘

: * , :

(
a 一 0

.

0 )/ 2“
a a

)

文【s j 本 义

0
.

6 7 5 3

0
.

93 D0

0
.

9 8 5 4

0
.

99 6仑

0
.

幼9 9 3

0
.

匀9 9 9

753085盯9900
命00臼O即O甘O仲nUUn一11一nn�nU一”U,人

七
、

结 束 语

关于带有裂纹的矩形截面柱的扭转
,

我们拟在另一篇专论多角形柱体扭转 的 文 章 中考

察
,

在 那篇文章中还要讨论裂纹相交的一系列问题
。
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