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摘 要

本文定义了从一个B a n ac h空间的相对开子集到另一个 B a

na ch 空间的A 一
Pr

0

Pe r映象的广义相

对拓扑度并且引入了广义 尸一
紧和 尸 : 一

紧概念
.

其次
,

我们证明了含这些映象的方程的正解存在性

定理
.

我们的定理改进和推广了最近的一些结果
.

一
、

引 言

K r as no
s e ls ki i〔” 的锥 拉 伸与锥压缩不动点定理对各类非线性全连续算子方程的求解问

题有着重要的作用
.

许多作者 已从各个不同方向改进和推广了这一著名 定 理 (例如见〔2] 一

〔1 2」)
.

得到锥拉伸与锥压缩不动点定理的重要途径之一就是建立不动点指数 (或广义相对拓

扑度)( 例如见〔3 〕
、

〔10 〕)
.

并且许多作者都是对 空间自身到 自身的映象建立 不动点指数 (或

广义相对拓扑度)概念
.

然而〔2 〕中已对从一个空间到另一个空间的 且
一

Pr 叩
e r 映 象研究了存

在正解的问题
.

本文主要 目的就是建立 从一个空间到另一个空间的月
一

Pr
o
Pe

r
映象的广义相对拓扑度

。

引

入一类广义尸
一

紧和尸
; 一

紧映象
,

并研究含这类映象的方程的正解存在问题
,

我 们的结论改进

和推广了最近的某些结果
.

二
、

一类 A
一

p ro per 映象的广义相对拓扑度

设X 和Y是实 B a n
ac h 空间

,

D 是 X 的一闭凸集
.

口 是 X 的一有界开集使得 D n 口斗功
.

口口
,

口分别表示口在X 中的边界和闭包
.

N 表一切 自然数的集
.

定义 2
.

1 称 厂= ({X
,

}
,

笼Y
,

}
,

{P
。

}
,

{Q
,

}) 是一 投 影 逼 近 格 式
,

如 果 {X
,

}
。 二 ,

{Y
。

}
。 _

N 分别是X 和Y 的定向有限维子空间序列满足 d im X
。

二 di m y
。 ,

对任意
。〔N

.

{尸
。

}:

X
。

* X
,

{Q
。

}
:
Y o Y

。

是连续映象序列
.

(见 「1〕定义 1
.

1 )
.

记D
。

= D n X
。 ,

则D
,

为X
。

内一闭凸集
.

假设存在场〔N
,

当n 》 , 。

时
,

尸
。

(D
。

)〔D
,

令

口
。
二D

,

门P万
’
(D 门日 )

,

则 口
。

是 D
,

中 的开子集
.

(事实上
,

口
。

二 (P
。

1。
。

)
一 ’

(D 日月 )
,

这里

(尸
。

}
。 。

)表示尸
。

在D
。

上的限制
.

因

(P
。

}
。。

)
一 ‘

(D 门口)已P二
’

(D 自日 )
,

(P
,

}
。 。

)
一 ‘

(D 自日 )住D
,
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因此 (P
,

}
。 n

)
一 ’

(D 门口 )‘D
:

自P 二
’
(D 自口 ) = 口

:

另一方面 丫二
。

〔口
。

今 x :

〔D
” ,

二
。

〔P 言
‘
(D 门口)

因此 尸
,

介〔D 门口

又因 二。
〔D

。

冷 (P
。

I
。二

)(x
,

)二P
。
(二

,
)〔D 门口今%

”

〔(P
”

l
。”

)
一 ’

(D 门口)

因此 口
,

二 (尸
。

}
。”

)
一 ‘

(D 门口 ))
.

又因 尸
。 :

X
。

。 X 连续
,

因此 尸
。

}
。 , : D

。

、D 仁X 也连续
,

而

D 自口是D 中开集
,

因此
,

(尸
。

I
。。

)
一 ’(D 自只)是D

。

中开集
.

我们还假设
,

对 V x 〔D
,

d is t (二
,

P
。

(D
,

) )、 0
, n , + oo

,

则由D 自口钾功今存在
n 。〔N

,

当n》 n 。时
,

口
。
钾功

,

而且假设
,

当 n》 n 。 ,

Q
o

s= 0
。

定义 2
.

2 称映象T : D n 垂。Y是关于投影逼近格式厂二 ({ X
,

}
,

{Y
,

}
,

{尸
,

}
,

{O
。

}) 的

A
一

p r o p e r 映象
,

如果对 于 任 何 { n , }仁N
, 。J、 + 。 和 相 应 的 序 列 {义

n ,

l二
。
〔g

n ,

}使得

llQ
, ,

T p
, , 二。

一Q
, ‘夕]j0 0 ,

对某个夕〔Y成立
,

那么存在一 无限子PlJ {二
。 ,

(、) }不一r元 x 〔D 门口使得

P
, :

(人)义
, ‘

(吞) 。 x 和T 戈 = ,
。

引理2
.

1 假 设 T : D n 口。y 是 关 于 厂 的 月
一 p r

叩
e r 映 象

.
’

令 T
二
= Q

o
T p

。 .

如果

口住T (D 日。口)
,

其中 O为Y 中的零元素
,

则存在一个整数街》 1和 常数 d > 0 使得

}】T
,

% 。

!1) d
,

V 二。
〔口口

。 , n》 n 。

证明 首先注意口
。

n 口口
。
二功且尸二

’
(D 门口 ) n D

。

是D
。

中闭子集
,

且

口
。

已P 二
‘

(D 门口) 门D
。

因此 口
。

二尸万
‘

(力而口)门D
, , a口

”

二D
。

门尸二
’

(。(D 门口))

如果引理 2
,

1 的结论不成立
,

那么存在一序列 笼
n , }c N

, n , 、
一

于。 和实数序列{。, }
, 。 , ” 0 以

及 { x n ,

}二
n ,
〔口口

。 ,

}使得

}}T
。 戈。 ,

一Q
。 ,

口l}二 }}T
。 , 戈 n ,

!1《。,

因T 是A
一

p r o p e r
映 象

,

则存在一子列{二
n ,

(* ) } 不fl劣〔X 使得 P
n ,

(。)二
, : ;

(、)。 义和 T x = 0
.

然而

P
, 、 (儿)二 , : ,

(寿)〔口(D 门口) 以 及 口(D 门口) 是 X 中 的 闭集
,

因此 正口(D 门口)二D 门口口
,

这与

0 住T (D 门口口)矛盾
.

定义 2
.

3 设T :刀 门g 、 Y满足下列条件
:

(L
:
) T

。

= 口
二

T 尸
。 : 口

。

、y
。

连续 ;

(L
Z

) 存 在 n 。〔N
, n 。) z

,

当 。) n 。时
,

JIT
。二

,

{I> o
,

丫二。
〔口口

。 ; 又设存 在映象 序 yjJ

{ S
:

}
, :》 。。 : X

,

。 y
。

满足如下条件
:

(L
3

) S
。

是同胚映象 ;

(L
‘

) S 二
‘
A

。

(幼
。

)〔D
: ,

这里月
”

= S
,

一 T
。 .

令Z, 二Z U笼士二 }
,

其中Z 是整数集
.

我们定义 T 关于D n 口和 厂 在 口点的广义相对拓扑度如

下
:

D e g (T
,

D 自日
,

0 )二 {川
, 〔Z

‘ ,

可{n , }c N
, n j、 + 。使得d e g (T

, ,

口
” ,

0)。 , } (2 一 )

其 中 d e g (T
。 ,

口
。 ,

0) = d e g (S
。
一 A

。r , ,
T :
门

r 二‘(口
,

)
,

8 )
, r , : X

。

。 D
。

是 收 缩 核
.

该 式中

d e ; (s
。
一A

二r 二 ,

丁。
自

: 刃‘(。
,

)
,

0)是通常的B r o u w e r度
.

T : 二 {二 }正X
。 ,

{x }}< R 卜。身
, .

下面证明这种定义是合理的
。

以下设
n》n0

( x ) s
。
一姓

, r , : r ;
‘

(O
,

)。y
,

且尸
”

二{ x l, 〔r ; ‘(磨
”

)
,

(s
。
一月

, r ”

) x 二e}
,

则 F
。

c 。
二 .

事实上
,

若 x 。
〔F

。 ,

即 S
,
二。二A

。 r , x 。,

且
r ,

(二
。

)〔磨
, ,

由(L ‘)知二。
〔D

, ,

因r 。

是收缩核
,

r 。

(二
。
)一 x 。 ,

因此
,

S
,

, 。
= A

。r 。戈。
二 (S

。
一 T

,

)二
。

冷T
。二 ,

= 0
,

由 (L
Z
)知

, x o
〔口

。 。

由
: ,

连续知
, r 万

‘

(口
。

)是X
.

中的开集
,

从而T , n r 二‘(口
,

)是X 。
中有界开集

.

易知
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0 诺(S
。
一月

, r ,

)(口(T :
自

r 二
‘

(口
。

)))

事实上
,

设有 二 0
〔a (T

:

门
r二

‘

(口
。

))使得 (S
。

一 A
。r 。

) x 。
= 0

,

由结论 (I)知 x o
〔口

” ,

由于

口
,

c T
。

门r 万
’
(月

。

)

故二。早开集T ;
口

r万
’

(口
。

)的内点
,

这与二
。
〔口(T , 门r万

‘
(口

。

))矛盾
.

另外
,

异艘

S
。
一A

, r 。 : r 二
’

(Q
,

)、 y
。

连续
,

综上所述
,

d e g (S
。
一火

, r , ,

T
。

自r 二
’

(口
,

)
,

8 )有意义
.

下证 d eg (S
。

一A
。r 。 ,

T :
门r二

‘

(口
。

)
,

0)不随 R 的选取而变
.

设 R ‘> R
,

由结论(I)知
,

F
o

c 口
, ,

而
口

,

已T , 门r二
’

(口
,

)二T , :

门r二
’

(口
。

)

故 (S
。
一 A

二 r ,

)二祷 0
,

V 二〔T : :

自
r 二

‘

(口
,

)\(T :
门

r 二‘(口
,

) )
.

由B r o u w er度的切除性知

d e g (S
。
一 刁

。r , ,

T
R ,

门
: 二

’

(日
,

)
,

0)二 d e g (S
,

一A
, r 。 ,

T
:

门r 二
’
(口

。
)

,

0) (2
.

2 )

再证 d e g (S
,
一A

。r 。 ,

T :
自

r 二
’

(D
。

自口
”

)
,

0 )不随保核收缩
r ,

的选取而变
.

设 r 二: X
,

、 D
。

是另一收缩核
,

要证

d e g (S
。
一月

”r 。 ,

T 。 门r 二
,

(口
,

)
,

6) = d e g (S
。
一A

o r二
,

T :
门

r 二
一 ,

(口
。

)
,

口) (2
.

3 )

令V
二
二 T 。

n
r 万‘(口

。

) n
: 二

一 ‘

(口
。

)
,

则犷
。

是X
”

中有界开集
,

且

犷
,

泣T :
自

r二
‘

(口
。

)
,

犷
。

c T :
自

r 二
一 ‘

(口
。

)
,

口
,

c 犷
。

于是
,

0 磋(S
”
一 A

o r 。

)仁(T
:

门
r万

’

(口
,

))\厂
。

〕
,

夕诺(S
:

一A
, r 二)〔(T 。

门
r 二

一 ’

(口
二

))\犷
。

〕
,

因此
,

d e g (S
,

一 A
, r , ,

T ,
门

r二
‘

(日
。

)
,

0 ) = d e g (S
。
一 月

。r 。 ,

V
” ,

口) (2
.

4 )

d e g (S
,

一月
, r二

,

7
’。
门

r二
一 ‘

(口
。

)
,

0)二 d e g (S
。
一 月

” r 二
,

V
。 ,

口) (2
.

5 )

令 H
,

(t
,
二)二S

, x 一 S
, r 。

S 二
‘

[ tA
, r , 二 + (1 一 r)A

。 : 二戈」

显然
,

H
, :

〔o
,

1〕x 护
,

、Y
,

连续
,

且H
。

(t
,

二)钾口
,

(t
,

x )〔[ 0
,

1〕x 口犷
。 .

事实上
,

若存在 (t。
,

二。)〔〔0
,

1〕x a V
。

使 H
,

(t。
,

劣。) = 0
,

即 S
。
二。二S

o r ,

S 二
‘

[ to
A

。 : 。

(x 。

) + (1 一 t。)A
, r 二(x 。)〕

.

因

S
,

同胚
,

故x 。
二 r 。

S 二
’

〔to
A

。r
杯

。
+ (1 一 t。)A

”r 二(x 。

)」〔D
。 ,

从而
, r 。

(劣
。

)二劣。
, r 二(x 。

) = x 。 ,

从

而 x 。
= r ,

S 二
’
A

,

(劣
。
)

.

又 因 口犷
。

二犷
。

二 r二
’
(口

,

)
,

根据 (L
4
)知

,

S :
‘
A

”

(, 。
)〔D

。 ,

从而
,

r 。
S 二’A

。

(戈
。

) = S 二
‘
月

。

(x 。

)

因此 x 。
= S 育

‘
A

。

(x 。

)今 A声
。
= S 赵

。

今(S
,

一A
o r 。

)(二
。

) = 口冷 x 。
〔F

。

仁口
。

仁厂
。 ,

此与 劣。〔口犷
。

矛

盾
。

另外
,

由于 犷
。

c r 二
‘

(口
。

)门
r二

一 ‘(口
。

)已r 万
‘

(霜
,

) 门
: 二

一 ’

(口
。

)
,

故当戈〔厂
。

时
, r 。

(x )〔0
, ,

r 二扛 )〔g
, .

由(L ‘)知
,

S言
’
A

o r ”

(% )〔D
, ,

S 二‘A
。r 二扛)〔D

, .

因此
,

r ,

S 二
‘
A

。r ,

(x )二S 万
’
A

, r 。

(戈)
, r ,

S 万
‘
刀

。r 二(% )二 S 二
‘
A

。r二(x )

故
H

,

(0
,

劣 )二S
”x 一 S

o r 二
S 二‘(姓

” r二(劣) )= S
。劣一 S

,

(S二
’
月

。r二(x ) ) = S
, 戈一月

。r二(劣)

H
。

(1
,
劣 )二S

o x 一 S
o r 。

S 二‘(A
”r 。

(% ) ) = S
, 戈一S

。

(S 二
‘
A

”r 。

(x ) )= S
。% 一A

。r 。

(义 )

由 B r o u w e r
度的同伦不变性知

d e g (S
,

一 A
, r 。 ,

V
。 ,

8 ) = d e g (S
。
一月

。r二
,

厂
。 ,

夕) (2
.

6 )

由(2
.

4 )
、

(2
.

5 )以及 (2
.

6 )诸式即得(2
.

3 )式
。

因此
,

d e g (T
。 ,

口
, ,

0)是由X
。 ,

口
, ,

S
。
一月

。

唯一确定的
.

.

1 在定义 2
.

3中
,

若T : D n磊, Y是关于厂的连续A 一 p ro p e r 映象
,

且。聋T (D n a。)
.

由引理2
.

1知
,

(L :
)成立

,

显然 (Ll )也成立
,

假设 (L ,
)

,

(L. ) 成立
,

则 D eg (T
,

D n 口
,

印有
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念义
.

(i i) 若D = X
,

这时任取{g 升
, ) , :

X
,

, y
,

(因有限维空间是同胚的
,

所以 S
,

存在)
.

(L 。
) 自然满足

.

显然(I
, )

,

(I
·
2
)成立

.

此时 不难验石卜
,

定义 2
.

3中的广
一

义相对拓扑度与〔1〕中定义 1
.

3在
a 二 0 时定义的广义

拓扑度一致
.

(ii i) 若X = y
,

且 A 二 I一 T : D n g 叶 D
,

且 Q
o

D c D
n ,

v 。

》 , 。 ,

I
, :

X
,

一X
, ,

I
,

是恒等映象
.

取

S
。

~ I
, ,

则 (L 工
)

,

(L Z
)

,

(L 3
)

,

(L ‘
)自然满足

,

此时不难验证
,

定义 2
.

3中的广义相对拓扑度与〔3〕中定义

2
.

2中的广义拓扑度一致
.

定理2
.

1 设 T : D n口。Y是关于r 的A
一 p ro p e r

映象使得 T
。 :
口

。

。y
”

连续
,

存在映象序

列{S
,

}
。 : 二满足(L

3
)

,

(L
‘

)
.

假设0 诺T (D 门口口)
,

则

( i ) 存在一个整数
n 。> 1 使对

n ) n 。 ,

0 磋T
,

(口口
,

)
,

因此
,

d e g (T
。 ,

口
, ,

0) 存在
,

从

而D o g (T
,

D 门口
,

幻是 Z
‘

的非空子集
.

( 11 ) 如果D e g (T
,

D 门口
,

0 )等 {0 }
,

则存在戈〔D 自口使得 T 二 = 0
.

(111) 令 子I (t
,

X )
:

[ a ,

b」又 (D 自见 )、Y
。

令H
。
(二) = H (t

,

二)
.

假设 (H
.
)
。 : 兑

”

。Y
。

连

续
,

丫t〔仁a
,

b〕
,

且H
:
(二)关于二〔D 门g 是 t〔[ a ,

b〕的一致连续映象
,

以 及H
: :

D 门g 、Y 是关

于 厂 z均 A
一

p r o p e r
映象

.

又设存在 {S
,

}
” 二 满足 (L

3

) 且 S 万
‘
(S

,

一Q
,

H
o
P

,

) (身
。

)仁D
。 ,

对

丫掩仁
。 ,

b〕
.

假设{Q
。

}在Y的有界子集上是等度一致连续的(即 V 。> 0
,

B c Y 有界
,

存在6 =

占(。
,

B )> o
,

使得 llQ
。二一Q

: y l}< 。 ,

丫二
,

夕〔B
.

且 11二一 夕JJ< d )
.

女f一果8 诺H (「a
,

b〕火 (D 自口口) )

则D e g (H
‘ ,

D 门口刀)与t〔「a
,

b〕无关
.

(iv ) 令口 ~ 口
;

U日
2

和口
,

= (口
,

门口
2
) U 口口

,

U口口
2 .

如0链T (D 门口
,
)则

D e g (T
,

D 门口
,

8 )里 D e g (T
,

D 自口
, ,

8) + D e g (T
,

D 门口
2 ,

口)

如果 D e g (T
,

D 自口
; ,

幻 和 D eg (T
,

D n 口
2 ,

0) 中有一个为
一

单
’

独一 个整数
,

则上式中等
一

号成

立
.

证明

( i) 根据定义 2
.

3中的说明不难获证
.

(i v) 的证 明可仿照 「1 」的定理 1 (d ) 的证明进行
.

从略
.

( ; i ) 如果D e g (T
,

D 自口
,

夕)等笼0 }
,

那么存在无限子序列 { n , }
, n , 、 + 。使得

d e g (S
。 ;

一月
。, r n , ,

口
。 , ,

0)今。

对每一个 j
,

由 B r o u w e r 度 的 性 质知
,

存 在 二 : , 〔口
n ,

使得 (S
n , 一 A

。 , r n ,

)(二
n ,

)二口
,

注意到

x n j
〔D

。 , ,

从而
,

(S
。 ,
一A

n , )(x n , )二 0乡S
。 , 二刀 ,

二 (S
。 , 一 T

n , )劣
n , 冷T

。 , % n , 二 8
.

因T 是A
一 p r o p e r

映 象
,

所 以
,

存 在 子 序列 {。, (秃)}仁 {。, }
,

k、。 使 p
。 , (、)% n , (、)、、〔D 自豆 且 T , = 口

,

但

二磋D 门口口
,

因此 二〔D 门口
.

(111) 因8 磋H ([ a ,

b」又 (D 自口口 ))及对{ S
。

}的假设知
,

V t〔[ a ,

b〕
,

D e g (H
。 ,

D 门口
,

0 )

存在
.

我们只须证明
,

存在
n ;

)
n 。

使得对
n ) n , ,

V t〔〔a
,

b〕
,

0 睡(H
。

)
。

(口n 。

)
.

如果不真
,

那么

存在 { n , }
,

{“
。 ,

}已口口
。, 及{t , }〔[ a ,

b」
, n , ” + 冈

,

tj”t〔[ a ,

b〕使 (H
: 。 , )

。

声
。, 二0

,

即

Q
、 ,

H
‘· , p

。 ,
(x 。 , )= 0

注意H (t
,

x) 的条件
,

有

}】H
:
P

。 , x n , 一H
t ,

P
, : , % 。 ,

}}、 o (j、 + 。 )

因笼Q
。

}在有界集上等度一致连续
,

所 以

}{Q
。了

H
t
P
。, x 。 ,

一 Q
。 ,

H r,

几
, 二n , lj、 0 (j。 + 。 )

因此
,

!{(H
:

)
。, x n , fl0 0 (j。 + 、 ) (2

.

7 )
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H
。

是A
一

Pr
o p e r

映象
,

我们假设尸
。 , 二、 ,

、 二〔X
,

并且H
: 二一e

,
二〔D 自。口

,

然而这与假设

H
:

(、 )斗0
,

正D 自口口
,

t〔〔a
,

b」

矛盾
.

注 2
.

2 在(i ii )中
,

(H
‘
)

, :

巨
,

幻 x (身
”

)、Y
”

关于二任豆
,

是 ,任〔
。 ,

幻的一致连续映象
,

且如有

{ ‘
n , }‘

n , 任口。
、 ,

}
,

才才
。j }任 【a ,

b〕

使得 {{Q
, : ,

H (t,, s ,

p , , , “ , 2,
)}{一 o

, ” ,
~ + OO

,

则存在子列
,

{% n , (左) }
,

{t , : ,
(众) }使得

p 。 , (九) “ , , J (左), 劣任X
,

才。 , (人) ~ 才和H
‘
(x )一夕

则结论仍成立
.

注 2
.

3 若假设{Q
,

}
:

Y , 犷
,

线性
,

且}}Q
。

酬《k 。!回 {(肠是常数)
, 。任N

,

则 {Q
,

圣的等度连续性可去掉
.

三
、

含广义 P
一

紧和广义 P l 一

紧映象的方程的正解

称 B a n
ac h 空间 X 的一闭凸子 集 研 为一楔

,

如果对 二〔W
,

t》0
,

有 奴〔W
,

如果还有

x 〔邵
,
二寺 0

,

蕴含一 二诺研
,

则说研是X 内一锥
.

显然X 也是楔
.

本文用研表示楔
,

尸共 表示

锥
.

下面对厂 = ({X
。

}
,

{y
。

}
,

{Q
,

}
,

{P
。

})作进一步假设
。

( i) 福Q
。

} : y o y
。

是线性连续映象且存在常数 k
。

使得IQ
。

{}( k
。, n〔N

.

( 11 ) V , 〔Y
,

Q
。

, 、 ,
, ”、 + 二

.

定义 3
.

1 令余 D 自g o y 是有界A
一

Pr
o
Pe

:
映象

,

记 S
。

~ Q
。

S几
.

假设下列条件成立
:

( a ) (L
3

)成立
:

即{S
。

}
:

X
。

。Y
。

同胚 ;

( b ) S
,

(几二 ) = 几S
。

(x )
, 二〔D

,

门g
。 ,

几》 0 ;

( C ) 将S
,

{S
。

}分别看作定义 2
.

3 中的 T
,

{S
,

}
, 。二 ,

且设 S 满足(L
Z

) 不[J (L
‘
)

,

从而

D e g (S
,

D 自口
,

8 )存在
,

且假设D e g (S
,

D 自口
,

8 )手 {0 }
.

定义 3
.

2 映象T
:
D n g 、 y 是广义尸

一

紧 (广义P
, 一

紧 )映象
.

如果下列条件成立
:

( i ) T
。
= Q

o

T P
。 : 口

。

、 y
。

连续 ;

(i i) 存在定义 3
.

1 中的 S 使对 丫元> 0( 元) 1)
,

T
*
一 T 一 只S: D n 兔、 Y 是关于厂的A

-

p r o p e r
映象

.

引理 3
.

1 设 T
:
D 自厢。 y 是关于厂的 A

一

p r o p er 映象
,

B: D 门身、 y 全连续
,

则对任意

实常数几
,

拼
,

允午 。
,

几T 十拼B 是关于厂的且
一

Pr
O
Pe

r映象
·

证明 设戈。 ,
〔叮

n , ,

{ n , }c N
, n , 、 + 二使得对某个夕

。
〔y 有

{{Q
n , (元T + 拼B )P

, ; , 二 , : ,
一 Q

, , 夕。}{、 o

因口
。

为线性映象
,

有

}}久T
。, 二 , : , + 娜Q

。 ,
B P

。 , x , , 一 Q
、 J夕。}}。 0

, n , 、二

又因{众
,

}〔厕
、 , 今 {尸。二。, }已魔有界以及B 全连续

,

故存在{二
。, }的子序列

,

仍记为 {脚
,

}
,

使

得召几
, %。 , 、夕〔Y

.

由此推得

}}元T
, : J二。 , 一Q

。 , (, 。一拼梦) !{( }}之字
。 , 二。 , + 召Q

。 , B几
, 劣。 , 一 Q

。 , 夕。 }{+ 召k
。

{}刀尸
。, 二。 , 一夕 },。 o

,

n , 。二
.

从而 {!T
。 ,
为

‘,
一 Q

: ,
((夕

。
一拼妇 /幻 {}、 0

, 。 , 今 。
.

从T 的A
一 p r o p e r

性推得存在{ x 。 ,

}的

无限子序歹:l{ x 。 , (、) }和 二〔X 使得P
, ‘, (。) 二。 J(、)。 二 , n , (几)今 + 如和 T 二 = (夕

。
一即 ) / 几

.

因此
,

几T 戈 + 拼夕一夕
。 .

又因 B尸
。 , (的知

, (/z ) 今 B % (ll
一

) + 的 ) 和 夕二 B % ,

于 是 以T + 科B ) 二二夕
。 ,

即

几7
’

十 拼B 是关于r 的A
一

Pr 0
Pe

r
映象

.
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’

r 协 平

记 牙
。
二W 自X

, ,

口
,

= 研
,

门尸二
, (班 门口)

.

引理 3
.

2 设T :
班 n 刃、y 是有界广义尸

: 一

紧映象使得S : ‘T
。

(身
。

)c w
, .

又设 B :
牙 n矗

、Y全连续使得S :
‘
B

,

(盯
。

)c 研
。 ,

B
,

二 Q
,

BP
。 .

如果下列条件满足
:

( i ) in
仁 IB 二 !{> O

,

x (平自口

(11 ) S % 一 T % 铸 tB x
.

丫二〔拼 门日口
,

t乒O ,

则 D e g (S 一 T
,

研门口
,

8 )= {0 }
.

证明 因日有界和 T 有界
,

记

b = s u p _
_

I}S x }}< + 。
,

d = s u p _ 】IT 二 }}< + 。
, a = in f _ J}B x {}> 0

戈〔万 自Q % (附 自口 劣 (班自幻

取 t。> (b + d ) /
a ,

考虑映象H
: 〔o

,

t。〕x (班 门口 )。Y
,

其中

万 (t
,

x ) = s 劣一犷戈一 t刀二
,

(t
,

% )〔[ o
,

t。〕x (班 门磊)
.

由于T 是广义尸
, 一

紧映象知S 一 T 为关于厂的 A
一 p r

oP
e r
映象

.

再由引理3
.

1知对每一 t曰 。
,

t。〕
,

H
‘
二H (t

,

劝 是关于厂的A
一 p ro Pe

r
映象

,

且

S 刃
’

(S
。
一Q

,

H
‘
P

,

) (g
。

)二 S 万’(S
,

一 Q
,

(S 一 T 一 tB )P
,

)(g
,

)

二S 万’(S
:

一Q
,

5尸
。

+ Q
,

T P
,

+ tQ
,

刀尸
”

) (口
,

) = S 万
’

(T
,

+ tB
。

) (g
。

)c 附
”

(因班
。

为楔 )
.

又因B尸
。

(口
,

)有界
,

容易验证H
。

关于
%(不 n 磊是公C O

,

t。3的一致连续映象
.

又

由假设 (11)知0 诺H
‘

(研门a口 )
.

因此
,

由定理2
.

1 (111)知
:

D e g (S 一 T
,

研门口
,

8 )二D e g (S 一 T 一 to
B

,

班 门口刀)

如果D e g (S 一T
,

W 自口
,

0 )笋 10 }
,

由定理 2
.

1 (11)知
,

存在
二。〔研自日使得 S 二。一T 二。一 t。B 二。

=

0
。

由此推得

{{S 二
。
一 T 二

。

{{

l!B 二
。

11

、
一

世
:

.

JJ烈叹达迎
11万x o

U

b + d

a

这与 t。的取法矛盾
.

故D e g (S 一 T
,

研 门日
,

0) 二 {0 }
.

引理 3
.

3 设T
:

研 n 貂、 y 是一有界广义尸
一

紧映象使得S 二
‘
T

。

(口
。

)c w
。

且

in f 』T 二 }}= a > o ,

x (附门口

如果以下条件成立
:

( i ) T x 二拼S 劣
, x 〔班 门口口今拼法(0

,

1 」
,

则 D e g (S 一 T
,

研门口
,

0) ~ { o }
.

证明 记 b = s u p
_

}}二 }}< + oo
,

取 才。> m a x 王i
,

b /
a }

,

定义映象万 找i
,

t。〕x (附 自磨)、 Y
戈(邢 门乙2

如下
:

万 (t
,

义 )二 S劣一 tT 二
,

(t
,
二)〔[1

,

t。」x (邵门g )

由引理 3
.

1 和 T 是广义 尸
一

紧映象知
,

对每一 t曰 1
,

t。〕
,

H
‘

是关于 厂的 A
一 p ro p er 映象

,

且

S 百
’
(S

。

一Q
。

万
‘
P

。

) (口
。

)二S 育‘(S
,

一Q
,

(S 一 tT )P
。
) (口

。

)二才S 万
‘

Q
,
T P

。

(奋
,

) 二 矛S : ‘T
,

(盘
。
)

。l犷
。

(注意由S
。

(义妇 二几S
,

(川 可推出S 万
’

(兄川 二几S 万
’
(妇

,

丫夕〔y
。
)

.

由于T (班门g )有界
,

易证H (t
,

二)关于二(拼 门磨是 t(〔i
,

t。〕的一致连续映象
,

条件 (i)蕴含0诺刀
。
(附门口习 )

,

r〔「z
,

才。〕
.

因此由定理 2
.

1 (111)推得

D e g (S 一了
’ ,

坪门口
,

0 )= D e g (S 一 t。7
’ ,

;厂门否2
,

口)

如果 D e g (S 一 7
’ ,

不犷自g
,

口)含凌。}
,

则由定理 2
.

土(11) 知存在 x 。
(研门口

,

使 S、。一 t。,/
’

二。= 夕
.

由此推得
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t o
二

}JS 劣
。

j}

11T x 。

1{

、
会

此与 t。的取法矛盾
.

因此D e g (S 一 T
,

D 自口
,

0)一{ 0 }
.

引理 3
.

4 设T
:

邵 n 幻。 y 是一有界广义尸
, 一

紧映象使得S 万
’
T

。

(口
。
)c 才

, .

如果e曰犷n 口

且满足
:

( i ) 7
’
x = 拼S x

,
%〔附自口口冷群< 1

则 D e g (S 一 T
,

不 自口
,

8 )今 {0 }
.

证明 定义映象H
:

[ 0
,

1〕x (W n O )、 Y如下
:

万 (t
,
“) = S x 一 tT %

,

(t
,
x )〔[0

,

i〕x (不 门g )

易知对每一t〔【o
,

1」
,

S :
‘

(S
。
一Q

o

H
:
p

,

)(口
。

)c 研
。 ,

由T (研门O )有界易证H
。
(二 )一H (t ,

劝关于二〔砰 n g 是t曰 0
,

1」的一致连续映象
,

由T 是广义尸
, 一

紧映象和引理 3
.

1知对每一 t曰 。
,

1〕
,

H
‘
一S 一 tT 二一 t (T 一 S / t) 是关于厂的A

一

Pr 叩 er 映象
,

而H
。
= S

,

由假设知H
。

也是关

于厂的A
一 p r o p e r

映象
,

容易从条件 (i)得知0 诺H
。

(附自a口)
,

t〔[ 0
,

1〕
,

因此由定理 2
.

1 (111)

知

D e g (S 一 T
,

牙门口
,

0) = D e g (S
,

才 自口
,

8)寺 {0 }

定理3
.

1 设。
, ,

。
2

是X 内有界开集
,

e〔口 , ,

O
;

c 口
2 ,

T
:

不 n垂
2

, y 是有界广义尸
, 一

紧

映象使得S ;
‘

(T
。

((口
:

)
。

”二砰
, ,

B: W n O
Z

o Y全连续
,

且 S 万‘B
。

((口
:

)
,

)〔研
。 .

如果下列

条件之一成立
:

in f _ }IB x }}> 0 不Lr S戈一 T 劣今 tB x ,

戈(那 自〔7
1

T 戈二 娜S x
,

正砰自口口
2

今 拼《 1

in f _
}}B

戈 11> o 和 S % 一T % 姜 tB x
,

二( W 门口 :

T 劣二井S二
, 二〔W 自。口

1

今 拼( 1

%〔研 自口口
, ,

t) 0
r,‘,、

H
叮了、

二〔附 门口口
2 ,

t) 0
ri
、

‘、声H

则存在、。
〔W 自(9 2

\口
,

)使S x 。
= T 二。

.

证明 利用引理3
.

2 和3
.

4 以及定理 2
.

1 (iv)
,

(i i) 仿〔3 〕定理 3
.

1 的证明
,

本定理不难得

证
。

定理3
.

2 设口
, ,

口
:

是X 内有界开集
,

0〔口
, ,

口
,

n 口
2 ,

T
:

附。口
:

、Y 是有界广义尸
, 一

紧

映象使得 S : ‘T
,

((厕
:
)

,

)c 研
。 ,

如果下列条件之一成立
:

in f
_ _

}T 刘 > 0 ; T x = 那S 劣
, 劣e班 门口日

1冷拼) 1
“( W 自幻 :

T 劣二拼S 二 , % (平 n a口
2

乡 拼《1

in f _ }{T x }!> 0 ; T 戈 ~ 拼S x
,
戈〔不 自口口

2

冷拼》 1
劣〔班门口

,

T x 二拼S % , 二〔W n a口
,

今拼簇 1

丫之L
H

r,、人
‘

H
J
了、

则存在肠(研 n (口
2

\口
,
)使得 S x 。

二T x 。 .

注3
.

1 作为定理3
.

1和定理3
.

2的特殊情形
,

我们容易得到从D 自磊c D 到D 的全连续映象和 A 一p r。 p e r

映象的各类型的拉伸与压缩不动点定理的推广
.

例如定理3
.

2中取X 二犷
,

附二 尸
. ,

就包含〔5〕中定理 1 和

〔7〕中定理 1
.

2和 1
.

3
,

在X 二y 时
,

定理3
.

1和 3
.

2分别是〔3〕中定理 3
.

1和 3
.

2的推J
‘

一

记 月
。
二尸井门尸二

‘

(P划飞g )
,

尸臀二尸
苦

门X
。

推论3
.

1 设口
, ,

9
2

是X 的有界开集
,

口〔口
上 ,

g
,

二口
2 ,

T
:

尹 门g
:

、Y是有界广义 尸
一

紧

映象使得S 二
‘
T

,

((g
:

)
”

)二尸育
,

如果下列条件之一成立
:
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1 n

% (尸荟{
:。

兰 坤 泉

}}T 戈 }}> 0 ; 1IT 二 {}》 }}S x }i 二〔P
关

门口口
1

llT 二 }{簇 }}S 二 }!
, 二〔P 劳 门口口

2

in f _ }}T 二 1{> o ; 1】T 二 1{》 }{S x l卜 二〔P关 自口口
2

, (P 斧自艺2 :

1}T x 」{镇」}S 二 }}
,
二〔P

关

自a口
,

护

l‘L
H

f、
、

H

则存在为〔尸
芳 门(g 八日

:

)使S 二
。
二 T 二

。 .

证明 注意到(H
3
)
‘

今 (H
3
) ; (H

、

)
‘

今 (H
‘
)

,

由具有厂 ~ 尸关的定理 3
.

2 推得所需结论
.

注 5
.

2 推论 3
.

1是【5」中系和〔3」中推论 3
.

1以及〔7〕中相应结论的改进和推广
.

推论3
.

2 设口
工 ,

口
:

是X 内有界开集
,

如果下列条件之一成立
:

(H
3
)
“ in

里
_

!}T 二 }}> O
,

1}T 二 }}) }}S 劣 }{
,

x (口 1

0〔日
, ,

0
1

仁口
2 ,

T
:

口
:

* Y是有界广义尸
一

紧映象
,

(H
4
)
“ in

里 }}T 二 11> 0
,

}}T x }}》 !】S二 }】
% (乙7 2

%〔口口
1 ,

l]T 二 11( 115 义 {{
,

%〔口口

戈〔口口
: ,

l}T 二 }}( }15 二 ]J
, %〔口口

则存在
% 。
〔g

:

\日
,

使 S % 。
= T 二。 .

证明 注意到定理3
.

2对研二X 时成立
,

此时有(H
3
)
“

今 (H
3

) ; (H
、
)
“

今 (H
4

)
,

结论不难

得证
。

注3
.

3 推论 3
.

2是〔5」中定理1和〔3〕中推论 3
.

2的推广
.

推论3
.

3 设。
, ,

口
2

是X 内有界开集
,

e〔。
1 ,

口
,

江 .
2 ,

T
:
尸关
门口

:

, Y是有界广义尸
, 一

紧

映象使得 S 万
‘
T

。

((幼
:
)

,

)住尸曹
,

如果下列条件之一成立
:

存在h
。
〔y

,

h
。
笋 0使得Q

。
h
。
〔P育且 S二一T x 铸 th

。,

二〔P关 自口口
; ,

t》 0

T 二 ~ “S二
,
二〔尸关 门口口

:

今料( l

存在h0 〔Y
,

h
。
今口使得Q

,

h0 〔尸育且S 二一T 二午 th
。 ,

二〔P 芳 自口9
2 , t) 0

T 二二 “S 二 , 二〔尸关 自口日
、

冷拼簇 1

声

l
、‘L

、

、
夕

H
了f、,

flse‘eees‘

H

则存在 x 。〔p 关
门(招八g , )使得 S二

。
二T 二。

证明 在定理 3
.

1中取研 ~ 尸气 B 二二 h
。 ,

正尸
关门9

2

本推论得证
.

注 3
.

4 推沦3
.

2是【4」中定理 1
.

2 以及【3」中推论 3
.

3的改进或推广
.

下面假设 B
:

尸
关

、Y且令尸
。
二 { 二〔尸

关

旧 元> 0使得 S 二夕元B对
.

显然尸
。

二P气 特另iJ当 B 二二

h
。 ,

(h0 〔Y
,

h
。
手 0)

, 二〔尸关时
,

记尸h。二 {、〔尸钊 日之> O使S 二》从
。

}
.

推论 3
.

4 假设S (尸关 )是Y 中的锥
,

。
l ,

。
2

是 尤 内有界开集
,

口e日
l ,

厢
,

二。
: ,

T
:
尸“ 门

“
。

一

)

义产 )是 有
一

界J一义尸
l一

紧映 象 使 得 S 万
’
T

”

((豆
2
)

,

)。尸曹
,

B: 尸‘ 门磊
。

、 y 全 连 续 使 得

S 万
‘
召

。

(口(日
:
)
。

)二了
”

育
,

如呆下列条件之一成立
:

‘H l
,
“

王

“1
2

,
“

{

T 二
戈 S 二

,
二〔尸。 门刁日

, ,

in f _ {{方川}> o
%( P 荟口‘2 1

7
’

二姜 (1 + : )S二
,

x (P 苦 自口口
2 , 。> 0

T x
浑 S二

,
二〔尸

。

自。日
: ,

in 至
_

{B 二 {{> O
x (尸气〕幻 :

T 二扮 (1 + 。)S二
,
二〔P

关

自口口
: , 。> 0

则存在与〔尸
关 门(g 八口

1
)使得 S x 。

= T x 。。
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证明 在定理 3
.

1中取珍二P 气 时此不难验证 (H
,

)
“

今 (H
,
)

,

(H
:

)
“

今 (H
Z

)
.

注3
.

5 推论3
.

4是〔5〕中定理2
,

〔3〕中推论 3
.

4以及〔9
,

1 0
,

1门 中相应结果的改进和推广
.

特别取 B 二三

h。
,

可得〔5〕中定理 2的系的推广
.

注3
.

6 设X 是自反实 B an ac h 空间
,

X
朴

是 X 的对偶空间
.

令 Y 二 X 气 假设 X
,

X
朴

具仃 (H )性质

“ H )性质的定义见〔1 4〕)
.

〔1 5〕中证明了若X
,

X
份

具有(H )性质
,

则 J :

X 、X
’

是连续的且关于 厂盆是 A -

p ro p e r
映象 (J 是X 的正规对偶映象)

,

此时取 S ~ J
.

假设 J
,

二Q
o

JP
二 :

X
,

、 X 忿是保持定向同胚的映象
,

满足定义 3
.

土中的所有条件
,

且D e g (J
,

D 门口
,

句~ { 1圣
.

因此以上所述的引理
、

定理中的 y 二 X
姗

则结论同样成立
.

参 考 文 献

B r o w d e r ,

F
.

E
.

a n d W
.

V
.

P e t r y s h v n ,

A p p r o x im a ti o n m e t h o d s a n d g e n e r a liz c d

t o p o lo g ie a l d e g r e e fo r n o n lin e a r m a p p in g s i n B a n a e h s p a e e s ,

Jo “r n a l o f F o n e 才‘o ”a l

A n a l夕s “
,

3 (1 9 6 9 )
,

2 1 7一 2 4 5
.

H a m iltio n ,

J
.

D
. ,

N o n e o m Pa e t m a P p in g s a n d e o n e s i n B a n a e h s p a e o s ,

搜r e h R a
-

行。”
.

M
e e h

.

A ” a l
. ,

4 8 (1 0 7 2 )
,

1 5 3一 土6 2
.

丁协平
,

一类非紧映象的拉伸与压缩不动点定理
,

科学通报
,

31
,

11 (1 9 8 6)
,

8 7 6
.

四川师范

大学学报 ‘自然科学版)
,

3 (19 8 6 )
,

1 0一 18
.

P e t r y s hy n ,

W
.

V
. ,

O n t h e a p P r o x i扭a tio 刀一 s o lv a bili t y o f e q u a t io n s in v o lv in g

A 一p r o Pe r a n d p s e u d o 一A 一 p r o P e r m a p Pin g s ,

B u ll
.

注爪召 r
.

汀
a 了h

.

S o e 二 8 1
,

2 (1 9 了5 )
,

2 2 3一 3 1 2
.

郭大钧
,

关于锥映象的几个不动点定理
,

科学通报
,

28
,

2 0 (1 9 8 3 )
,

1 2 17 一 1 21 9
.

G a t ie a ,

J
.

A
.

a n d H
.

L
.

S m ith
,

F ix e d p o i n t t e e h n iq u e s in a c o n e w it h a p p lie a
-

t io n s ,

J
.

M a才h
.

A ”a l
.

A PP I
. ,

6 1 (1 9了了)
,

5 8一7 1
.

郭大钧
,

科学通报
,

2 6
,

7 (1 9 8 1)
,

10 8 7
.

郭大钧
,

一个新的不动点定理
,

数学学报
,

24
,

3 (198 1 )
,

4 4 4一4 即
.

K r a s n o s e ls k ii
,

M
.

A
. ,

P o s itio e S o lo t‘o n s o f o 夕e r a to r E g o a tio n : ,

G r o n in g e n ,

PN o o r
-

d h o ff (1 9 6 4 )
.

A m a n n ,

H
. ,

F ix e d p o i n t e q u a t io n s a n d n o n lin e a r e i g e n v a lu e p r o b lc m s i n o r d e r e d

B a n a e h s Pa e e s ,

S J汀 A R e功
. ,

1 8
,

1 4 (1 9 7 6 )
,

6 2 0一了0 9
.

L e g g e t t
,

R
.

W
.

a n d L
.

R
.

W illia m s ,

A fix o d p o in : t h e o r e粗 w i t h a p p lie a t io n t o

a n in fe e t io u s d i se a s e m o d e l
,

J
.

M
a 公h

.

A ”a l
.

A 户户1
. ,

7 6 (工9 8 0 )
,

7 1一。7
.

N u s s b a u m
,

R
.

D
. ,

P e r三o d i e so lu t主o n s o f s o m e n o n li n e a r , a u t o n o m o u s fu n e tio n a l

d iffe r e 二 t ia l e q u a t io n s l
,

J
.

D 汀f
e r

,

E g o a 才
. ,

14
,

(1 9 7 3 )
,

3 6 0一3 9 4
.

Fit z p a t r ie k
,

P
.

M
. ,

月 一p r o p e r m a p p i红 9 5 a n d t h e ir u 且三fo : m liln it s ,

Ph
.

D
.

T h e s is ,

R u t g e r o U n iv o r s认y
,

N o w B r u n s w ie k
,

N
.

J
.

(1 9 7 1 )
.

F a n K
.

a n d 1
.

G l三e k b c z g S o m e g e o m c t r ic p r o p e r t io s o f tll o s p l, 。,℃ 5 1: :、 zz o l m o d

1in e a r s Pa o c D 双众e
.

汀
a 才j: J

. ,

2 5 仁1 9 5 8 、
,

5 3 3一 5 6 8
.

P e t r ys hy n
.

W
.

V
. ,

In v a z
·

ia n e o o f d o m a in t h o o r e m fo r lo e :, lly
一

理一 p r o l)。r m :、p p i” 9 5

a n d it s im P lie a : io n s
,

J
.

F “ n o
.

A ” a l
. ,

5 (1 9 7。)
,

1 3 了一至, 9
.

, 11, .J, 甘1q�OJ4
r,LiseLtLL

[ 5 〕

[ 6 〕

[ 7 〕

[ 8 」

〔9 ]



泉 协 平
呼

坤一6 8 4 兰

Po sitiv e So lu tio n o f a Cla ss o f E qu a tio n s In v0 Ivin g

N O n e o m pa e t Ma ppin g s

L a n K u n 一 q u a n D in g X ie 一 p in g

(S ic h u a n N o r川 a l U n i口‘rs ft夕
,

C he n g d “)

Abs t ra c t

In t his p a p e r ,
w e d e fin e a g e n e r a liz e d r e la t iv e d e g r e e fo r 过一p r o p e r m a p p in g s

fr o m a r e la tiv e o p e n s u b s e t o f a B a n a e li s p a e e in to a n o t h e r B a n a e h s Pa e e a n d in t r o -

d u e e t h e e o n e e Pt s o f g e n e r a liz e d P 一e o m Pa e t a n d P i 一 e o m Pa e t m a p Pin g s
.

N e x t
,

w e

s h o w se v e r a l e x is te n e e th e o r e m s o f p o sitiv e s o lu t io n s fo r th e e q u a t王o n s jn v o lv in g t he s e

m a p p in g s
.

o 住 r t h e o r e皿 5 im p r o v e a n d e x te n d s o m e r e s u lt s
.


