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摘 要

本文对色散方程 u , , Qu
二 、 二

提出一类三层显式格式
,

它的稳定性条件为 }, }= }al △t/( △习 3(

2
.

3 5 2 4 5 4
,

比[ 1
,

2〕中的 }r l《0
.

3 8 4 9和 [ 3 1中的}r }《0
.

7 0 1 6 5 9以及〔4 1中的 }r l( 1
.

1 8 5 1有较大改

进
。

一 己 t 合产
、 J . F 刁

近年来
,

由于孤立波的产生
,

人们对色散方程
u ‘= au “ :

(a 为常数
,

可正可负 ) 的差分

解法产生了浓厚的兴趣
.

在显式格式中稳定性条件较强
,

在〔I J
、

〔幻中最好的稳定性条件为

}川 = }aI △t/ (A 劝
“

《 0
.

3 8 4 9
。

最近
,

〔3〕和 [ 4〕的作者分别提出不同的三层显式格式
,

其稳定

性条件为 }
r
!( 0

.

7 0 16 5 9和 }川( 1
.

18 5 1
,

均优于 〔1
,

2 〕的结果
.

本文我们提出一类三层显式

格式
,

其稳定性条件为 }
r

}( 2
.

38 2 4 84
,

明显优于〔1」~ 【4〕的结果
.

二
、

差 分 格 式 的 构 造

把求解区域 用两族平行于坐标轴且等距的直线组成均匀网格
.

设h
, : 分别表示空间方向

和时间方 向的步长
,

网域由求解区域上的点集 (二。
,

t。 )构成
,
这里阮 ~ x 。

+ 。h
,

t。 = t。+ 二
,

m
, n为整数

.

在结点 (x 。
,

t。 ) 处
,

用“及和犷二分别表示微分方程和差分方程在 (二。
,

t。) 处的

解
。

首先
,

类似于在一阶微分方程中引进具有小参数
、

对应于粘性的二阶导数
,

我们在色散

方程中加进具有小参数
。> o的人工粘性项叫

二 : : 二 ,

则得方程

“ .
= a “

: : :

+ 己“: : : : :

(2
.

1 )

然后将下列数值微分公式代入上式

.

林宗池推荐
.
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(u .

)二
_ ;

=
1

,
_

二
_ : 、 .

。
, 、

云 L鱿
一 ,
一 u 讯: , , 十口 t r ,

(“
.

)票
, ;

= (。:++ 、一
u票

十 , ) + O (: ) (2
.

2 )
1一T

(u 二 : :

)二“
1

2 h3 (“众
十 : 一 2“轰

十 l + 2“轰
一 z 一 u及

_ 2 ) + O (h
么

)

(u : , , : ,

)孟
1

= 2人
“ (u二

* 。一 4u 二
+ : + su 二

十 : 一 5“二
一 , + 4 u票

一 : 一 u二
一 3 ) + 0 (h

Z

)

则得

。

:++ll = u 票
、 ; 一 u二

一 : + u

豁 + r (u 氛
十 :
一 Zu氛

+ ; + Zu 氛
一 , 一 u 氛

一 : )

+ 平 ‘“认
+ “
一 4钻 ; + “+ 6 u二

+ ; 一 5 “二
一 ; + 4 u二

一 : 一 u孟
一 3

) + U (‘ + h
‘

) (2
.

3 )

其中, ‘aT /hs
.

在上式中令
。二ra h么/ 8且舍去截断误差

,

犷煞、== 犷氛
; : 一犷氛

一 : + 厂裂
血+ r (犷缸

:
一 2 犷氛

+ ,

则得本文的第一个差分格式

+ 2犷;
一

犷 ;
一

办
+

信
(: ;

+ 。

一 4 F氛
, : 十5 厂集

+ : 一SF 盖
一 ; 十 4 犷菜

_ :
一 犷豁

3 ) (2
.

4 )

或改写为形式

: 黔
, 一犷; 一 : ;

一 :
十。 ; : , 十 : (厂:

+ : 一2。: + 2 : ;
_ :
一 。 ;

_ : ) +
代

一

(:

O
氛

* :

一 4 犷票
+ : + 5 犷二一 5 厂佘 : + 4 犷粼 3一 F篇

一 ‘

)

如果在导出差分格式 (2
.

4 )的过程中
,

将(2
.

2 )中的(u :

)二
_ , ,

(u ‘)二
十 ,

(2
.

4)
,

用下列公式代替
:

1
, 。 二 , . 、 .

八
,

、“ ‘) 最一 ‘= 王
一

、“蔽,:l 一 u益一 ‘) 十口‘r )

u :
)二

* ;
(u :

)
l

, . 。 _ . 、 .

。
、

= r ‘u 益十生一“讯价 ) 十口‘下 )

且取
。= 一ra hZ

邝
,

略去截断误差后
,

则得本文的第二个差分格式

厂柔幼 = 犷二 : 一犷二
, : + 犷款、+ r (犷二

* : 一 2犷盖
, 、十 2犷耘 , 一犷佘 2)一

一 4厂二
, : 十 5厂氛 , 一S F二

一 ; 十 4厂二 : 一厂佘
。

)

或改写为形式

厂黔 ‘= 厂二一厂耘
。

+ 犷熟飞+ r (犷叙 3 一 2 厂盖
, :
十 2 犷孟一犷二 : )

(厂二
+ 。

尸一名

(2
.

5 )

一

誓
‘犷“一

‘厂‘一 + 5厂“一
一 5厂二+ 4 犷二

_ : 一厂蕊
_ : ) (2

.

5 )
户

三
、

差 分 格 式 的 稳 定 性

为分析差分格式的稳定性
,

先叙述如下的M ill
e r
准则

’”’:

设f (勺为复平面上的打次多项式
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色散方程 “, = 创名

二 、

的一类具高稳定性的二层显式格式

f (几)二 a 。+ a ,

几+ ⋯ + a 。
几
”

(a o a ,

手 0 )

定义多项式

f伙幻一 只 支)
一 “· + “

一几十 ”
’

+ 瓦1
只
” 一 1

+ 吞。只
.

‘了.、
.

了幸」

和降幂多项式

, , , 、

1
尸 。‘ , _ 、 , , 。 、 , , _ 、 , 二

, 。 、 ,

J 气几 ) = 尧LJ
‘’

灭u )J L几 ) 一 J ‘u ) J
“

‘几) J

其中。
。
表示

a ‘(‘= 0
,

1
,

⋯
,

n) 的共扼复数
.

Mill er 准则 多项式f(幻 的所有根按模小于或等于1的充要条件为
(A ) If

, (o ) l> !f(o ) !且了(久) = o只有按模小于等子i的根 ;

或

(B ) 了(幻 二 0且 f
‘

(幻 二 o所有根按模小于或等于1
.

用F o u r ie r方法〔“’分析差分格式 (2
.

4 )或 (2
.

4 )
,

的稳定性
.

令厂票= 只
”e x p〔im o」

,

( }夕!< 二
,

12

二一 l )

将其代入 (2
.

4) 式
,

化简后得到特征多项式为

,
1

.

0
_ _ 。 . J

O、
. 。

_

几
Ze x p [10 ] == Zs in o (l一 4r s in

一

二+ Z r Z s in 4
一

二
一

)i几+ e x p〔一 fo〕
-

一 f ‘ 一 “ 一 -

一 、- -

一 2
’

一 一

2 /
’

一 1-- “

_
1

. 。

0
。 .

e 、
. ,

记 f(几)= 几
Z e x p〔18」一 Zs in o《1 一 4 r sin Z

二+ Zr “s in ‘

二)‘几一
e x p 〔一 fo〕

~
砂 、 ” 产 -

一 f “ 一 “ - - -

一 、-

一 2
’

-
- - 一 2 /

- -

一f “
.

熟知
,

差分格式 (2
.

4) 稳定的条件为它的特征方程

f( 幻 = 0

的全部根按模小于或等于 1 ,

且模为 1 的根为单根
,

由前述定义
。 /

. 。

8
.

_ 。 . ,

8 \
,

.

j介 (沁)二 一儿
‘e x P Lt口」+ 2 忿s ln 口长1 一 4 r s l n “ 。

+ 艺r “ s ln 一 。 刀几 + e X PL一 , 口」
、 ‘ 乙 ,

由于

争 , , 、

1
。 , , _ 、 , ‘ , , 、 , , , 、 , ‘ , 。 、 , _ _ 。

J 气人 ) =
, LJ LU 少J 伙式少一J 气几少J 伙 U夕J云 U

八

于是
,

由M ill
e r 准则知

,

只要考察

一一

‘

、..产口12

的根

,
, (; )一 2、二 p〔‘“卜 2 *5 1·“

(卜
4一、一

:
+ 2一in 4

“一‘S‘n “

(卜
‘一 in Z

:
+ 2一、n

·

备)一
p
卜‘“〕

按模小于等于 l的条件
.

由 !引簇 1得

峨.‘簇
.
、..尹

.

口
�

2一 1、
9 1·。

(
1 一 4 r s ;一

尝
+ 2一‘一

不难看出
,

1不是特征方程 (3
.

4) 的重根
.

当si no = 0时
,

(3
.

8) 恒成立
.

今设
s ino 手 o

,

当
a >

0时有
r
> 0.

当
s in o> 0时

,

(3
.

8) 的左边不等式为
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~
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一
一 4 r s in Z :

+ 1 + S、

乏
。一 2 (一‘一

誊
一 1 )

2
+

命
一 1、。

(3
,

9 )e12
今

n
.1孟

S
2

r
9自

此式对任何
r
均成立

。

(3
.

8) 的右边不等式为
。 . ,

0 二
,

0 二 1 /
n

Z r ‘ sln ’

2 一 4 r s ln 一

2 十 i 一 sin o 诀 v

导出

2 +

丫
2

r (
- -

-
-

一
(

1
1 十

‘ 一

力

S l n 口 ) sin s> 0 (3
.

1 0 )

in Z

2 5 1

。

0

同理可得
,

当 sin e< 0时

_
.

/
‘ ,

.

1 、
艺十

一I 乙 1 1 一 下 万 .

丫 、 S ln U
r毯一

- -

一
-

—
一补- -

-

—
-

~ ~
。 , 17

Z S in 一二
2

(3
.

1 1 )

注意到三角函数的周期性
,

上面两个不等式对 r 的限制完全一致
。

在
a < 0 时 有 r < 0

,

当 0

一晋时
‘3

.

, )恒不成立
.

综上所述
,

差分格式 (2
.

4) 或(2
.

4)
尹

的稳定性条件为

r
(

2 十

了不公新
Zsin Z

;一
(a > 0

,

0 < 8< 兀 ) (3
.

1 2 )

当a < O时
,

差分格式 (2
.

4) 或(2
.

4) ‘
绝对不稳定

.

下面我们来求 (3
.

12) 右端函数的下确界
。

令

了
2

(
1

1 十
一二

S l n 戈) (3
.

1 3 )
劣,自2

n
.�
l

SO自

2 +

F ( x ) = 一
一

先求出F 产

(幼 = o在 (0
,

的的全部根以求出F (x) 的极值点
。

记

F
尹

(劣) ==
G (% )

兰
‘

/
2 丫 (1 + 二

S 1
七、
n 劣 I

一
一

万夏奋攻7了万丁不

则

G “ ,
一【

, g

音
“, g ‘ + , s‘n ‘ + 2 ”‘n 可

2

(
1

1 -t- 一二
- )

+ 2

〕
于是

,

由F
尹

(二 ) = O就推出

, g

音
c , g “ + 2 5‘n “ + 2 , ‘n

X

了
2

(
1

1
.

月~ 二 ( 3
.

1 4 )
S ln 义

S ln 劣

)
+ 2

:



色散方程“ , = au 。
:

的一类具高稳定性的三层显式格式 8 0 7

用二分法求出方程(3
.

1 4) 的近似根为

劣 1
= 1 4 8

.

0 5 3 3

代入 (3
.

1 3) 式求得

F (劣
,

) == 2
.

3 8 2 4 8 4

类似于〔3 」的讨论
,

可以证明(3
.

1 6) 中的F 。
,

)为F (劝的近似下确界
,

故得

格式(2
.

4) 或(2
.

4 )
产

的稳定性条件为

当
a > 0

,

{r {《2
.

3 8 2 4 8 4 ;

当
a < 0

,

绝对不稳定
。

类似地
,

格式 (2
.

5) 或(2
.

5 )
尹

的稳定性条件为

当
a > O

,

绝对不稳定 ;

当
a < 0

,

!
r
!( 2

.

3 8 2 4 8 4
。

格式 (2
.

4) 和 (2
.

5) 的稳定性条件比 [ 1」~ [ 4〕中格式的最好条件有较大的提高
.

(3
.

1 5 )

(3
.

1 6 )

四
、

数 值 例 子

考虑色散方程的初值问题
〔“’

{:;:,a0u>: 二
2二3 + 4

(4
.

1 )

精确解为
“(x

,

r)二 1 2 a t + 2 x 3 + 4 (4
.

2 )

为了验证差分格式 (2
.

4) 或 (2
.

5) 的稳定性条件 (3
.

17 )
。

我们在IB M 4 3 6 1机上进行计

算
,

定义误差

T 二== U 票一犷二

其中U 二= u( 戈。
,

t。 )为用(4
.

2) 式算出的精确解
,

犷二为 用差分格式 (2
.

4丫或 (2
.

5 )
产

算出的差

表 1 格式 (2
,

4 )
: a 二 1

,

h = 0
.

0 1
, r = 2

.

3 8 表 2 格式 (2
.

4 )
: a = 1

,

h二 0
.

0 1
, r = 2

.

3 9

5 5 1 15 1

3 1 0 0

3 3 0 0

3 5 00

3了00

3马00

0
.

0 2 5 3 3

0
.

0 4 7 9 7

0
。

0 1朗 1

0
.

0 4 0 5 3

0
.

0 0 3 T2

0
.

0 4 4 88

0
.

0 0 5 2 9

0
.

0 7 9 62

0
。

0 5 58 5

0
。

0 4 782

月

用
一

\ \

3 10 0

3 3 0 0

3 6 0 0

3 7 0 0

390 0

0
.

02 67 2

0
.

04 64仑

0
。

0 17 3 6

0
.

0 42 7 6

0
.

0 0 1 8 7

2
.

4 0 8 8 8 X 10 9

3
.

3 09llX 10 ,

5
.

0 7 0 93 x 10,

2
.

6 9866 K 10 ,

3
,

4 64 3 0 x 10,

表3 格式 (2
.

5 )
: a = 一 1

,

h二 0
.

0 1
,

一 r = 2
.

3 8 表4 格式 (2
.

5 )
: a = 一 1

之

硬十 ~ 一劝一
.

一
.

‘

h二 0
.

0 1
,

一 r 二 2
.

3 9

茄
-

85 1

_
}_

_

_ _

1 1 0 0

1 3 0 0

1 5 0 0

1 7 0 0

1 90 0

0
.

0 0 0 8 4

0
.

0 0 1 0 0

0
.

0 0 1 7 7

0
.

0 2 7 0 5

0
.

0 29 5 2

0
.

0 0 7 9 8

0
.

0 11 9 7

0
.

0 1 1 2 4

0
.

1 1 2 43

0
.

0 1 4 0 2

、
\
、 ” }

_

_
_

_ _ _ 注
}_

_
_

_ _ _ _ _ _ _

22。。 ⋯
。

.

0。。5 3

13。。
⋯

。
.

。。。。:

15 0 0 ! 0
.

0 0 1 8 2

1: 0 0 { 0
.

0 2 06。

1 0 0 0 1 0
.

0 2 552

15 1

2
,

7 47 66X 10 .

1
.

8 14 96 x 10 ,

1
.

0 T2 TTx 10 9

3
.

8 81 0 2 X 10 .

3
.

4 73 18 x l了
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分解

才木

表1 ~ 4列出按差分格式 (2
.

4 )
产

或 (2
.

Ir !二
、

2
.

38 时计算过程为稳定的
,

当 !
r
}= 2

计算的部分误差数据
,

由表l和表 3 说明
,

当

时计算过程不稳定
,

这跟理论分析相吻 合
.
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