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摘 要

本文用庞加莱 (Po in e a r‘) 形式将哈密顿
一

雅可比方法 (H a o ilto n 一
Ja e o b i 二e t五o d ) 推广到

具有非线性非完整约束的动力系统的运动情况
.

研究了本方法对该系统推广的必要条件和充分 条

件
.

并用非完整系统的某些具体实例进行了说明
.

一
、

月lJ 舀

考虑带有独立坐标二 , ,

⋯
,

x ,

的动力系统
,

其动能为T
,

力函数为 U
.

设系统受有 (n 一 m )

个如下形式的非线性非完整约束
:

f
a

(二一
, 刀, , t) = 0

,

P = 1
,

2
,

⋯
, n , a == m + 1

,

⋯
, n (1

.

1 )

其中
,

刀: ,

⋯
, 刀。为庞加莱参数

.

如果在一个虚位移中独立参数。
, ,

⋯
,

o, 。

满足关系
〔‘’

势
。 ,

= 。

O刀,
(1

.

2 )

则系统的运动可由下式确定
‘3 ’

二器
一 。:

,

器
一c : , 。

器
一‘ , ‘丁十“, 一、

躲 (1
.

3 )

(P
,

g
, r == 1

,
2

,

⋯
,

n , a == 川 + 1
,

⋯
, n

式中
, 拼: ,

⋯
,

拼。为待定乘子且重复指标表示求和
.

无穷小位移算子

x0 一

乳
+ : “(x;

,

t)
一

簇
, ,

X, 一 : : (、
,

‘)

众
构成一个群

,

它们服从如下变换关系

(X
O ,

X , ) == C召
,

X 。,

(X
, ,

X 。) = C石。X
,

.

上式定义分量C誉
, ,

C石。为x 和 t 的函数
.

在导得的方程 (1
.

3) 中
,

系统的实 (虚 ) 位移的任意函数 G (x
, ,

t) 的变分 d口必‘)由下

.
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式定义
:

d G 二 [XO G + 。 , X , G d t〕 (d G = 。一X , G )

借助 (1
.

4)
,

方程 (1
.

3) 可以变换为标准型
〔‘’:

(1
.

4 )

a H
. , , , , .

。
, .

。
, .

口几
玲,

= 犷少
,

夕
,

= 一X ,
H + C君

, y 。+ C二, 叮。夕,

+ “。
一

厂 (1
.

5 )
a协

’ J 护

一
‘

一
’
一 ” f 口

”
一 “ ‘” ’

~
’ 「 一

口场

这里的新变量g ,
由下式给出

a T
夕, = 二二 (1

.

6 )
口刀-

且H (二 , ,

, , ,

t) 为哈密顿函数
,

定义为

H (戈一
, , 一, t) = , , 刀一 (T + U ) (1

.

7 )

本文的 目的就是给出哈密顿
一

雅可比方法的公式表示
,

以便于解决具有约束 (1
.

1) 的非

线性非完整系统的运动方程 (1
.

5) 的积分 问题
。

在最近发表的论文【6 ~ 8] 中
,

V a n D o or e n

用拉格朗日坐标研究了广义速度下当非线性非完整约束方程为齐次的情况
.

然而
,

他的哈密

顿
一

雅可比方法的推广只有在某些条件下才是有效的
.

这些条件 R u m y a nt s e v 和S u m bat o v 在

文献〔51 中已有讨论
.

新近
,

G hor i‘“’用庞加莱形式对具有线性非完整约束的动力系统讨论了

这一问题
.

本文将用庞加莱参数
,

对非完整约束方程既非线性又非齐次的情况
,

继续这一工

作
。

二
、

哈密顿
一

雅可比方法

我们考虑变上限的哈密顿作用函数
,

即

S 一

}:
.

L‘“ , , “, , ‘, “‘

这里
,

L 二T 十 U 为动力系统的拉格朗日函数
.

S 一

}:
.

〔v , , , 一H (X , , 。, ,

对 (2
.

2) d
一

变分
,

我们可得

(2
.

1 )

考虑到关系式 (l
.

7)
,

泛函 (2
.

1) 变为

t) ]d t (2
.

2 )

。
_ 户 j

。
.

。 , , , ,

日H
。

、
,

.

。。二J
. 。

气,
, o 玲, + “, O y , 一口 , 人 , 月一av ,

一

“y ,

)
“‘

娜击
我们知道

L3 ’
勃

, 满足关系

己叮, = + C宫。。 。+ C忿
, 。 , n 。 (2

.

3 )

考虑到方程 (1
.

2 )
,

(一 5 )和 (2
.

3 )
,

得

。s 一

I;
一

二
‘“, ”,

,“‘

从而

d s 二 g , 。 , 一 g 早。纂

这里
,

衅
,

。纂为当二
,
值取

。, 且对应的算子X
,

为A , 时
,

在初始时间t。的y , ,

听值
.

关系式 (2
.

4) 表明
,

S是朴
, 才及其初值外

, t。的函数
,

因而可写作

S 二S (戈
, , a , ,

t , t。)

我们有

(2
.

4 )

(2
.

5 )
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占S 二o, 一X , S + 。二A
, S 二。 , g , 一“品夕吕

因为约束方程 (1
.

2) 适用整个运动
,

在初瞬时 t。 ,

我们有

(2
.

6 )

瞬 )0to “一”

这里 (af
。

/ 口刀

值几二
十 : ,

⋯
,

表示在时间t。的 (日了o/ 口刀
, ) 值

。

应用待定乘子法
,

对乘子几
。 十 , ,

⋯

(2
.

7 )

,

入
。

及其初

注盆
,

关系式 (2
.

6 )

X 一S = 夕一 + 兄
。

以及 (1
.

2 ) 和 (2
.

7 ) 给出

口f
。

口刀, (2
.

8 )

A , S

一〔
。‘+ ““

(言鑫)
。

」一
t一“,

(2
.

9 )

由方程 (1
.

1 )
,

(1
.

6) 和 (2
.

8)
,

我们可以确定 之
。

为分量X , S
, 劣, 和 t 的函数

:

几
a

二几
a

(X , S
, 劣一

,

t) (2
.

1 0 )

把 (2
.

10 ) 代入 (2
.

9)
,

我们可以得到一个方程组
,

通过 X , S
, 二。 和 t 就可从方程组中解出

变量y , 。

因此

y一== 夕一(X o S
,
戈。 , t ) (2

.

1 1 )

(2
.

2 )式对时间 t求导
,

得

势
一 。,。, 一H ‘x , , 。, , ‘,

考虑到 (2
.

8)
,

上式可变为

(2
.

1 2 )
‘产、月孟‘

,,y,’
劣

‘了气.

H一
口一,

.

护
‘一”

.

口口
刀a

.

效
一

SX护刀一一
S
�

行d
�‘

另
\

一方面
,

我们有

萦
一 X

O
S + ”, X , “

( 2
.

1 3 )

因此
,

由 ( 2
.

1 2 ) 和 ( 2
.

1 3 )

丫, 。
二 口沪

。
.

, , ,

人 。。 十 几‘ , ,

而牙十月
‘劣 , , “, , ‘, 一 ”

将 (2
.

n ) 中脚代入上式
,

可导得
, , 。

.

。

a 凡
.

, , , , , 。

五 。。 + 几
·

刁, 百升
, + 月 L劣 , , 夕, (人 q 。 , 劣‘, 犷) , ‘J一 ” ( 2

.

1 4 )

这就是关于具有非线性非完整约束 ( 1
.

1 ) 的非完整系统 ( 1
.

5) 的运动的广义哈密 顿
一

稚 可

比方程
。

在特殊情况下
,

当约束方程 (1
.

1) 对 灯, 是线性的
,

则方程 (2
.

1 4) 可 简 化 为 Q
.

K
.

G ho ri 在〔2」中给出的方程
.

因此
,

当x 为拉格朗 日坐标
,

且粉
, 一止, ,

则X
。

和X ,
简化为 a/ 毋和

a / a二
, , C 合, ,

C 二, 全为零
,

且方程 ( 1
.

5 ) ,

( 2
.

5 )
, ( 2

.

9 ) 和 ( 2
.

2 4 ) 包含了 V a n D o o r e n 在

仁8] 中以及R u m y a nt s o v 和 S u m bat o v 在【引中得到非线性约束是 云,

齐次的情况的结果
.

下面我们将根据V an D oo r e n 的 [ 6
,

8」
,

对非线性非完整系统构造广义哈密顿
一

雅可比方

法
。

如果包含
n
个任意常数

。, 的 S 一 S (二
, , 。 , ,

t) 是方程 (2
.

1 4) 的完全积分
,

则具有约束

(1
.

1 ) 的非完整系统的运动可从 (2
.

9) 式解得介来决定而夕
,
由 ( 2

.

1 1) 确定
,

b ,

为
”
个更加
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任意的常数
。

结果我们发现这一作法并不正确
.

事实上
,

当且仅当某些条件被满 足 时
,

式 (2
.

9) 和

(2
.

1 1 ) 表示具有约束 (1
.

1) 的方程 (1
.

5) 的积分
。

三
、

广义哈密顿
一

雅可比方法的适用性

为了寻求哈密顿
一

雅可比方法的有效条件
,

宜从庞加莱方程 (1
.

3) 开始
:

二篆
一C“

,

黔
c “, 。肇一x , (T + u )一。

。

势
0 77 甲

一

U 77 ,
(1

.

3 )

这里
,

T 一 T : + T : + T
。

为约束
一

自由系统的动能
,

U 为力函数 , T Z ,

T , 和 T
。

分别表示 。的二

次
、

一次和零次形
。

并且U对冲是独立的
。

如文【4 J所示
,

方程 (l
.

3) 以及约束 (1
.

1 ) 决定脚 为刀
, x 和时间 t 的函数

.

因此
,

变

换 (1
.

6) 的可逆性意味着方程 (l
.

5) 和 (1
.

3) 的等价性
.

我们设

“, 一“, + ‘
·

箭: (3
.

1 )

解这些关系式
,

我们可将补表示为几
。 ,

e。
,

知和时间 蓄的函数
.

约束方程 (1
.

1) 替换后所得

到的关于叮
, 的表达式

,

可导得 (n 一 m ) 个方程的方程组
,

其中几
。

是用变量氏
,

翔和 t 表示的
.

再代入刀
, 的表达式中

,

可得

刀一刀, (8。
, 劣。, *) (3

.

2 )

约束方程 (l
.

1) 表明
,

关系式 (3
.

2) 是函数相关的
.

因此从0。到冲, 的变换是不可逆的
.

从 (2
.

5 ) 和 (3
.

1 ) 可得到

8 , = X , S (3
.

3 )

注意到哈密顿
一

雅可比方程 (2
.

1 4) 中的函数H 可取如下形式
:

H 一T
Z
一犷

。
一U = 行(x 。,

6。
, 才) (3

.

4 )

这里我们应用关于齐次函数的欧拉定理
,

并将 (3
.

2) 和 (3
.

3) 中的叮
,

和 X , S 代入T
: .

现在我们来证明如下结果
:

如果

S = S (x 一,
0 , , t) (3

.

5 )

是方程 (2
.

1 4) 的完全积分
,

并且变且幻和0 , 由 (2
.

9 ) 和 (3
.

3) 定义
,

则标准方程组

a行
.

口

价 = 百石牙十初
、

一

(、器) (3
.

6 )

‘
,

一
尤 ,
“+ C“, “。+ C‘, 。。“一X ,

(
“
· 。·

昌;: ) (3
.

7 )

成立
。

为证 明这一结果
,

我们把 (2
.

9) 式对时间 t求导
,

得

X
o
A oS + 灯

,

X
一

X oS = o (3
.

5 )

假定我们把完全积分 (3
.

5) 代入 (2
.

14 ) 得到一个恒等式
.

再将算子月
。
作用于这个恒等式
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和 (3
.

3) 式
,

得
:

“J
。
“十

绮
“

。

尤
,
“、

品
,

伽
·

黔卜
尤

,
“一 。

(3
.

9 )

因为

(X
。,

A 。) = 0
,

(X , ,

A 。)= 0

而 d e t }}A 。X , 5 1!奔。
,

则方程 (3
.

5 ) 和 (3
.

9 ) 导得了 (3
.

6 )
.

再由 (3
.

3) 对时间 t求导得
:

口, 二X
o

X 一S + 刀。X oX
,

S

将算子X ,
作用 (2

.

1 4 )
,

并利用 (3
.

3 ) 得

(3
.

1 0 )

万 , 尤
。
“+ 尤

,

行 + 万
,

伽
·

黔
+

绮
、

,

瓜 : +

晶
。

伽
一

躲
一

)x, 瓜: 一 。

(3
.

1 1 )

由 (3
.

6 )
,

(3
.

1 0 )和 (3
.

1 1 ) 可得

‘
,

一
X ,
“ + ‘X

。 ,

X ,
, S + 。。‘X 。,

X ·
, S 一X

,

(
‘
·

。·

雪:: )

鉴于变换关系和 (3
.

3)
,

以上结果就导得了(3
.

7)
.

定理证毕
。

上述结果表明
,

如果具有非线性非完整约束 (1
.

1 ) 的系统的运动由求解关于 x ,

的方程

组 (2
.

9) 而得
,

则标准方程组 (3
.

6) 和 (3
.

7) 就相当于 (1
.

3)
,

反之亦然
.

在讨论哈密顿
一

雅可比定理的适用条件以前
,

宜先证明如下恒等式
:

一 c :
,

嚣一
C ;仰哭

一‘ , ‘犷十 U ,盯
�

鲡ddt

一

中
。: , + c ; , 、一二 ,

!
。。,

)

黔
一

二湘
一“

欲
( 3

·

1 2 )

这里
,

记号X , }。系指运算X ,
时e ,

保持不变
.

为建立这一恒等式
,

我们用关系式 (3
.

1)

类似的含意也适用于X ,
}

, .

对时间 t 求导并利 用方程 ( 3
.

8 )
,

+ 几
。

一X ,

篡:一
X

,

“ + C “
,
“·+ C “

, 。。“一X
,

(
‘

·

”·

则

af
。

、
口刀, I

ddt盯
。

鲡ddt

( 3
.

1 3 )

我们还有

X ,
1
。T Z , T

Z
十 ( 3

.

1 4 )

X ,
}

, T , = X小T ; +

瓷
一

、 ,
}

, : 。

蹂
x ,

,
。, 。

( 3
.

1 5 )

, 。X ,

(
,
·

且;象)
一X ,

,
。

(
“
· 。。

尽佘)
一 ,

·

骼
X 一。·

( 3
.

1 6 )

由 ( 3
.

1) 可得

叮
�

理两一娜口T :

狱 X · !, ”“
/ 。 a T

.

一、
”, 一而妥

一几
。

一 x , 一
, (。。。。) 一

(

)X
,
l

, 刀“

+ ‘
。

需)
X ,

,
。, 。
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一尤
,

‘
,

伽茱
+
枷

。
一

躲)
一

(欲
十 “

·

躲
一

冲山

由齐次函数的欧拉定理
,

a T
刀q 刁。。 = 2 T

2
十 T

,

因此关系式 (3
.

14 )到 (3
.

16 ) 给出

aT
半 兰X
口斤.

。, 。

一 [
Zx ,

.
, : 2 + x ,

}
, :

1
+ 。。X ,

,
,

(
‘
·

名佘)] (3
.

1 7 )

由 (3
.

4 ) 我们有
X ,

l
。
行 == X ,

4
,丁

2
一 X , (丁 + U )

鉴于 (3
.

1 4 )
,

(3
.

16 ) 和 (3
.

1 7 ) 上式变为

X ,
}
。
行二一 (X ,

I
, T 十 X , U )

如果把 (3
.

18 ) 代入 (3
.

1 7) 并利用关系式 (3
.

1 )
,

就可以得到恒等式 (3
.

12 )
.

我们现在来证明下面的定理
。

(3
.

1 8 )

定理 1 在非完整约束 (1
.

1) 的情况下
,

方程 (3
.

6 ) 和 (3
.

7) 的解也即是方程 (1
.

3 )

的解
,

当且仅当满足如下关系时
:

。
_

_

。
。 , , . 、

a 10 1

一“云, + 七云, 刀, 一人 , j‘, ·
)口不j曰

, = ” (3
.

19 )
fo

一

仍口口d
一

dtr..L

口

�

流

设方程 (3
.

6) 和 ( 3
.

7 ) 的解也满足方程 (1
.

3)
,

则恒等式 (3
.

1 2) 就意味着

( 。
·

+ “
·

)
一

言念
+ “

·

〔其g会
一 (C : , + C : , 。。一X ,

}
, 。·)
言众〕

一。
( 3

.

2 0 )

借助 ( 1
.

2)
,

上面的结果即可导得关系 (3
.

1 9)
,

这表明条件 (3
.

19) 是必要的
.

再设方程 ( 3
.

6 ) 和 ( 3
.

7 ) 的解满足关系式( 3一 9 )
,

则 由 ( 3
.

12 ) 和 ( 1
.

2 ) 可得

眼装
一 c :

,

霖
一 C‘

, 如

票
一凡‘丁+ “,

卜
一”

由于。并非任意的且满足关系式 ( 1
.

2 ) ,

因而我们用待定乘子法立刻可以给出方程 ( 1
.

3 )
.

这

说明条件 (3
.

19) 也是充分的
。

定理 1 表明
,

广义哈密顿
一

雅可比方法可适用于具有约束 ( 1
.

1) 的运动方 程 ( 1
.

5)
,

当

且仅当方程 (3
.

6) 和 (3
.

7) 的一般解满足关系式 (3
.

19) ; 否则由 (2
.

9) 所得的函数 x ,
就

不能求出具有约束 ( 1
.

1) 的方程 ( 1
.

5) 的一般解
.

因此
,

在某些情况下
,

如果这些函数满

足其常数
a , , b , 假定为特殊值的 ( 3

.

1 9)
,

就能构造具有约束 ( 1
.

1) 的运动方程 ( 1
.

5) 的特

殊解
.

依据约束 ( 1
.

1) 的状况
,

下面将讨论几个特殊情况
.

当表述非线性非完整约束的方程 ( 1
.

1) 是 叮的 ka 次齐次时
,

则齐次函数的欧拉定理得

出

口f
。

刀,一万
, == “‘a , J

。
’” ( 3

.

2 1 )

式中角标 (a) 并非指对a求和
.

此时哈密顿
一

雅可比方程 (2
.

14 ) 变为

X oS + H [戈
r ,
夕, ( X o S

, 劣。, t)
, tj= o ( 3

.

22 )



哈密顿
一

雅可比方法对非线性非完整系统的适用性

而其它方程
,

即 (1
.

3 )
,

(一 5 )
,

(2
.

8 )
,

(2
.

0 )和 (3
.

1 )一 (3
.

4 )仍然不变
.

标准方程 (3
.

6 )和

(3
.

7 )则简化为

(3
.

2 3 )

户
, = 一X ,

行 + C理
, e, + C ; , , 。0

,

并且哈密顿
一

雅可比方法的适用条件据 (3
.

19 ) 假设为

(3
.

2 4 )

“
·

[吴且佘
一 (C :

, 一

卜C ; , 。。+ X ,
,
。
)昌否:」

。 , 一。
(3

.

2 5 )

上式是如下关系的结果

(af
。

/ 口粉
,

)X ,
}
。冲,

= 一刀
r

X ,
}
。(a f

。

/ 口冲
,

)

如果 刀的非完整约束 (1
.

1) 是线性的
,

即

f
。

二 g
。 ,刀, + g

。。

“ 0

其中g
。 , ,

ga
。

为二和时间 t 的函数
,

则。
,

满足关系

g
a , 。 , = 0

我们又得到了〔Z J中的结果
.

当约束方程关于分是齐次的
,

把上述结果用叮
,
一 分

,

的拉格朗 日形式
,

、

能很快得出文献【5 」中的结果
。

(3
.

2 6 )

(3
.

2 7 )

我们的这一研究又

四
、

乘子内和 舫的关系

在前几节的结果中
,

已包含有乘子拼
。

和 久
。 .

这些乘子并不是独立的
.

事实上
,

如果我们

取最后的 (n 一 m ) 个方程 (3
.

2 0) 可得

(。
·

+ ‘
·

)
言念

+ “
·

l二且佘
一 (C : 夕+ C : 夕。。一X 夕!

。。· ,

翼:卜
”

(4
.

1 )

在约束方程 (1
.

1) 为形如

fo = ‘一砂
。

(二, ,

专, ,
t ) = o

,

的齐次情况下
,

关系式 (4
.

1) 简化为

2
,

⋯
,

m (4
.

2 )

。, + 元, + ,
。

「(e 合, + c 蕊, 。。+ 。。二 , f
, )
男

。

一 (e : , + e ; , 。。)1一
。

L L, , I士 J

(寿一 1
,

2
,

⋯
,

m , ; a ,

刀= m + l
,

⋯
,
”)

(4
.

1) 又变为

(4
.

3 )

当约束方程 (1
.

1) 是刀的寿
。

次齐次时
,

关系式

(脚 + “
·

)

躲
+

件二绘
一 (c : 声十 c :

’

叼。+ 尤夕!
, )

期
一”

(4
.

4 )

而关系式 (4
.

3) 则取如下形式
:

; , + , , + ;
。

「(e : , + e : , 。。+ 。。x , 一
,
)翌

啊

一 (e : , + e ; , 。。) 1一
。

‘ u , I烤 J

(4
.

5 )

在约束方程形如 (4
.

2) 的情况下
,

假定X 神
。
一 0且算子X . 十 : ,

⋯
,

X
。

是循环的
,

以使 (X 。 ,

X
。

)一。
,

X
‘

H 一 0
.

则 (4
.

5) 给出的拼
。

和几的关系简化为

内十“, +

za(
c “,

耸
一 C : ,

)
一 ”

(4
,

6 )
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如果我们考虑刀
, = 幻 的拉格朗日形式

,

则我们的结果就与已知的结果相同
,

即

抑 + ‘, 十’
·‘、呈

,

{
,

默
一。

拌夕+ 人夕二 0

五
、

应 用

例 1 考虑重力场中质量为 m 的质点的阿佩耳 (A p p el l) 例子
,

其任意时间的位置 由柱

极坐标 (r
,

0
,

力 规定
,

其运动受到下式所表示的非线性非完整约束

f = 。“(户
,

+ , ’

J
Z

)一念, 二 0

的作用
,

式中a 为常数
.

质点的拉格朗日函数 为

乙= 擎户
2

+ r Z

夕
2

+ 之
:
一 m o z

艺
-

一

这里我们选择

气一 r ,

丸二 0
,

xa 一之

并且庞加莱参数取为

, , = 户
, 。2二 r

夕
, 叮3 = 泛

则位移算子为

X
。

= a/ at ,

X : = 口/ ar ,

X Z = (i /
r )(口/ 口0 )

,

X 3 = 口/ a :

非零的C石, 为

C梦
: = 一C : : = 一 1 /

r

约束方程变为

f = a Z (行全+ 刀盆)一 灯晋= 0

上式等价于

f = 刀:
一砂(刀

: , 叮2 ) = o

(5
.

1 )

(5
.

2 )

(5
.

3 )

(5
.

4 )

(5
.

5 )

其中

方程

于是

劝一 a (。f+ , 委)蚤

(5
.

5) 是 (4
.

2) 型的
,

因此由关系式 (1
.

2) 可得

。。二 a (刀1。 : + 刀:。 : )/ 斌万l干魂

拉格朗日函数 L为

‘一
会

”全+ ”
+ 刀二)一m gz

夕l== 拼刀一,

y Z = 协冲2 , 夕s = 协刀s

由 (3
.

1 ) 有

8 : = (。一 a ,大)刀:

/ 刀
。,

8 ; = (m 一。, 久), :

/亏
3 ,

B。= m 刀。+ 4 (5
.

6 )

得出



哈密顿
一
雅可比方法对非线性非完整系统的适用性

叮1 , 刀2
二

6
1

(夕
3
一元)

,

0
:

(夕
3
一几)

m [0
3
一几(1 + a Z

)」
刀。一 (0

3
一几) / m

由 (5
.

5 ) 和 (5
.

7 ) 可知

“一

二
〔“斌“; + “: 一““

3

〕/ 「“口, 干“‘+ “““
3

〕

式 中
。一 士1

.

由于冲,。 : 一叮
2。 : 寺 0

,

由条件

刀,力
:
一叮

2

云
,

= 0

上式等价于

口
:

J
: 一 0 2

)
;
二 o

在这种情况下
,

庞加莱方程

(3
.

2 5 ) 可得

(1
.

3 ) 为

胡行
1
一

杯黑
,

拼叮2
二

一拼口叮
2

斌心 + 解
。行

3
二。 g + 召

从 (5
.

7 ) 和

刀l ,

灯2
二

(5
.

8 ) 可得

0 , [ 。a 0
3 + 斌口圣+ e彗〕

,

‘
2

[ e a o
。+ 斌口: + 口圣

阴叮3
二

a 〔。a 0
3

+ 澎0全+ 乡里

m (1 + a Z
)斌 0孟+ B全 阴 + (1 + a Z

)

用 e 表达的哈密顿函数 由下式给出
:

行 二 m 少 + 〔。a e
3 + 双汐; 千口圣〕/ [ Z m (i + a “)〕

在当前情况
,

方程 (3
.

2 3) 不能给出额外结果
,

然而方程 (3
.

2 4) 导得
:

0 : 一 0
,

8
2
一 0

,

8
3
一一功夕

它们有解

氏二
c , ,

夕
2

= c Z ,

0
3

= 一m 夕t + e 。

其中c , ,

几和c 。 为任意常数
。

往意到方程 (5
.

14 ) 的一般解 (5
.

1 5) 满足相容性条件 (5
.

10 )
,

并且根据定理

也是方程 (5
.

1 1) 的解
.

因此
,

广义哈密顿
一

雅可比方法适合于所研究的问 题
.

在目前情况下
,

哈密顿
一

雅可比方程 (3
.

2 2) 为

梦
、

卜碧+/( 黔
一

爪(器对加
m “ + az) + m gz 〕

一 。

记

S == 一 a 3 t + a :
0 + F (r , z )

其中
a Z , a 3

为任意常数
,

F 为待定义的函数
,

F 满足方程

‘一〔Zm 、, + 一 , (·
3
一。。 )〕‘一 。·

箭心
�

尸

z ) 二F
, ( r ) + F Z

( 之 )

aF毋八�以以F(

设

使上述方程变为

l(鉴
+

一

攀: 〕
‘一〔2阴 ( 1 + 一 ) (·

3

一
。· )」‘
一货

因此有
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嘿今
2

十们
‘一

,

和

。[ 2阴 (1 + a Z
)(a 3

一 m g z )〕

其中
a : 为正常数

.

由此得出

告一。

洲乒= 。 1

a Z

F l

一 {
一 ’‘· :

一
, , ‘d ·

F Z

一{
‘一

+ ·。2二(‘+ 一 )(

一
。· , “,‘d ·

(5
.

19 )

和

因此
,

设 a : ,

令月
, ,

(5
.

2 0 )

考虑到 (5
.

18 )~ (5
.

2 0 )
,

完全积分 (5
.

1 7 ) 变为

S = 一 a 3 t + a 2
0 + e

(a 孟r Z
一a 圣)去J r

+

急{
、一 。 1

+ 8 〔Zm (l + 一 ) (
一

。。: )〕,‘d ·

(5
.

2 1 )

、.产、、产,自口」O‘,曰

a Z , a 3

和 户。 ,

口
。 ,

之
。

为r ,

召
, : ,

和户
,

8
,

之在初始时间t = *。的值
.

玲呈= 户
。 , , ; 二 a ;

J
。 , 。仓= 泛

。

A
: ,

A
,

为对应这些参数的算子
,

由 (5
.

2) 得到

A : = a / aa : ,

A
:

二 (1/
a : ) (a / aa : )

,
A

3

= 。/ a a 3

则 冲的初始值为

(5

(5

方程 (2
.

9) 为

A 2 5 = bl ,

刁 : S 二b
Z ,

A
s
S = b

s

其中b
, ,

认
,

b3为任意常数
.

(5
.

2 4) 式的末式给出
: == a :

/ m 夕一卯
2

(t + b
3

)
“

/ 2 (l + a Z

)

利用 (5
.

25 )
,

(5
.

24 )的第一和第二式给出
r 二 (a Z

/
a : )

2 + {b
, + 。a 一 ’[ a 3

/ m g 一 g a Z
(t + b 3 )

2

/ 2 (1 + a Z
)〕}

2

和

(5
.

2 4 )

(5
.

2 5 )

“一“
3
十·,

一“一 ; ”
{
“

! + 二二‘

〔
一

态一
卯

2 (t + b
3

)
2

2 (l + a Z

)
(5

.

2 6 )
、
性

了」, leses口

(5
.

24 )~ (5
.

26 )式确定了问题的拉格朗日解
.

借助于 (5
.

2 1 ) 和 (5
.

2 3 ) 我们有

￡斌
一

石
廿一=

,

0
2
二 a ,

r

,

”
3
一
毛〔

一 a : + 。“ “(开
a 忿

瓜
‘

碌
)〕

考虑到 (5
.

1 5) 有

斌 火+ 火 = 斌 可石委
一

由 (5
.

7 ) 可得 , : , y Z , ys的值

0 ;〔。a o
3

+ 斌 0 1+ e里3
,

a , , 。a夕
3 + 斌 夕{+

一

夕; 二。m a g (t + b
3

) (5
.

2 7 )

8
2

[ 。 a 6 3 + 斌
一

万1干口委 a [“a s
。

+ 双 一百: + 口;

1 + a l

一h口

+
yl ,

夕之=

考虑到 (5
.

2 7 )
,

(1 + a Z )斌
一

0

上式可变为

sm a c : g (t + b , )
,

夕I , y Z 翻一
—

e m a c : (t + b
3

)

(1 + a:) 斌
一

可不弓

。州 a Z g (t + b
3

)

(1 + a Z

)
(5

,

2 8 )



哈密顿
一

雅可比方法对非线性非完整系统的适用性

式 (5
.

2 4) ~ (5
.

2 6) 以及 (5
.

2 8) 给出了问题的哈密顿解
.

用(5
.

2 1 )
,

(5
.

2 4 )和 (5
、

2 7 )可求得乘子几
,

即

几二。a : (1 + a Z
)(t + b

,
)
一 ‘

/ Za Z g

利用兄的表达式
,

由关系式 (4
.

6) 给出

召= “a , (1 + a Z

)(t + b
3

)
一 “

/ 2 a 2夕

上式定义了庞加莱方程的乘子拼
。

例2 在文【8〕中
,

V a n D o or en 讨论了位于重力场的平衡环中的导向陀螺问题的解
.

系

统的拉格朗日函数为

1
, , J

。
, 。 、 ; , .

。 月, . , , _ 之
.

;
_ _

, 、 , ,

乙=
。 LL六。

一七 o c o s一口 ) p
一

十。 0 0 一

十月3 气梦十尹c o s U 少
一
」一 厂 沙少

‘

(5
.

2 9 )

其中
,

犷= 一M
o g o g s in o + g (M

。之 。+ M I) e o s6 + e o n s t

且有关动能特性的控制定律假设为

f二
a , 〔(月

。
一C

。e o s ,
口)币

’
+ B

。

百
2

〕一月
3

(杯+ 娇
e o se )

“
二 o

其中
, a ,

刁
。,

月
s ,

B
。 ,

C
。 ,

l
,

M
。 ,

M
,

夕。
, 二 。

均为常数
。

方程 (5
.

3 1 )

的非线性非完整约束
.

取
x : = 功

, 戈 2
== 口

, x 3
二叻

和

厅, = (月。一c o e o s‘夕)功
,

珍2 = 刀。夕
, 呀3

二月, (杯+ 场
e o s口)

得

(5
.

3 0 )

(5
.

3 1 )

表示加在系 统 上

(5
.

3 2 )

X
,

=
1

(A
。
一C

o e o s 2
8 )呱 一

0
一

制
,

‘
2 1 口

= 瓦 初
,

。 1 口

八
,

=
一

A 3

即 (5
.

3 3 )

并得出非零C石, 为
:

C I: = 一C 兰: =
C o s in 2

6 一A ss in g

B
。

(A
。
一C

o e o s :
6)

’ C登2 = 一C刃
;

B
O

(A
。一C

o e o s名8)
(5

.

3 4 )

利用(5
.

3 2 )
,

系统的拉格朗日函数变为

1
, , , , ,

。
, 刀 、 . , , n

. , , J 、 , , , 。 、

乙 = 石
.

L刀i / 吸人。一七 o c o s 一O ) 十刀三/ 刀 。
十刀玉/ 汽

3 J一 犷 叹口尹
‘

(5
.

3 5 )

且方程 (5
.

31 ) 变换为

f二
a Z [ 叮全八A

。
一C

o e o s 2
0 ) + ”兰/ B

。

〕一机 / A
3

= 0 (5
.

3 6 )

给出e 的关系式 (3
.

1) 为

“, 一

戈主裁黯
·

氏- (1 + 2 a 2
几)刀

2

B0
8 5二

(1一 2几)刀
3

效
3 (5

.

3 7 )

于是有

刀l =
(月

。
一C

o e o s 乞0 )0
,

1 十 2 a 2孟

B
o

0
2

珑= 飞不 2云叮
一 ,

饥一

粼飞 (5
.

3 8 )

把刀的这些值代入约束方程(5
.

3 6 ) ; 可求得

禽, [ a
研飞才

。一c o e o s , 0)0 : + B o o鑫一斌又i 口
。

] / Z a D

式中

(乒
.

3 9 )
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D = 斌 (A
。
一C

o e o s 2
0 ) , B受+ B

。
口全

利用 (5
.

3 9) 和 (5
.

4 0) 可得用 0 表示的 华

纳赛尔
·

艾赫默德

+ 。斌 A
3

0
3

(5
.

4 0 )

(A
。
一C

o e o s 2
8 )0

,
D

,
B

2
0 2 D

刀, ,

刀,
== (1 + a Z

)材 (通
。
一e

o e o s Z
口) o : + 丑

。
0委

a 斌 A
:

D

1 + a Z
(5

.

4 1 )

约束方程可写为

f == 冲3一砂(6
,

刀, , 刀2

) , o

其中
功二 a斌

一

不 r, 登z (月
。
一e

o e o s Z
o ) + 。兰z刀

。

]蚤

(5
.

4 2 )

(5
.

4 3 )

因此

口势 口功 _
口打1 ’

口叮2
一

由庞加莱方程 (1
.

3) 可得出

a 斌 通
3

e
、 , a寸 A

3
0

2

斌 (A
。
一C

。e o s 2
0 )0贡+ B

o
B圣

(5
.

4 4 )

刀l

月
。
一C

o e o s z
口

1

月
。
一 C

o e o s 2
0

刀2
(, 3 s in o一C

。冲ls in Z口)

B
。

(5
.

4 5 )
门lesl

,�飞�刀刀

[ 一 a Z
月

3

一刀声i n o

A
。
一 C

o e o s Z口
一 [C

。, : e o ss + 刀
3
] + M

。夕。夕e o so

+ g (M
。之。+ M I ) s i n s一

“a 么A 刃
2

冲3
( 5

.

4 6 )

( 5 4 7 )月户一一

宁

切山d‘

在此情况下
,

方程 (3
.

2 5) 变为

纂默
一取尤 ,

!
碟

一如
(
C“了一 C“了

默))
一 0r

lleeJ
.

入

(j
,

k = 1
,

2 , q = 1
,

2
,

3 )

但 几今。
,

换句话说
,

根据关系式 (4
.

6)
,

反作用力消失
.

因而

一。
·

X ,
!
。

默
一 : 。

(
C ; , 一C ,

,

聚)
一。种鲡d

一

dt

利用 ( 5
.

4 1 ) 和 ( 5
.

4 2 ) ,

得

d
, _

。 ,

_
-

一
、 、 _ _

、 、
_

沂 La 材 A : 口 , / 丫 (A
o
一‘

。c o s ‘口)扫贾+ 万
。U孟

口: D s i n e仁A 3斌 (姓
。
一C o e o s“0 ) 0盖+ 瓦火 + Za 材 姓

。

C oo
, 。0 5 0〕

( l + a Z ) (A
。
一C o e o s 20 )斌 (又

。
二C o e o s 28 ) 0 1千石10 ;

( 5
.

4 8 )

不口

d
_ ,

,

_ 一 二 - 一

_ _

d tLa V 月 3 口2
/ 丫 (A

。
一 C o c o s ‘日) 日受+ 万

。口委

_ 口
:D s i n o王a斌

一

边s 口
,

仁(月
。
一 C 。e o s么口) 0二+ B

o
o孟+ ZC 。

〕一A
3
〔( A

。
一C

o e o s 2
0 ) 0资+ B o

o孟〕
一 一

-- -

一
- - - - -

-

一 (i
一

干砂 )〔
一

之刁)二亡石亡6护汐)火千B 00 约
-

一
( 5

.

4 9 )
0 表示的哈密顿函数为



哈密顿
一

雅可比方法对非线性非完整系统的适用性 89 1

行 = D
2

2 (1 + a 名)
[ (A

。
一C

o e o s 2
0 )0 {+ B

o
o孟〕

2
+ 犷(0 ) (5

.

5 0 )

方程 (3
.

2 3 ) 由 (5
.

4 1 )

夕
: =

给出
,

而方程 (3
.

2 4) 取为

(A
3
0 3 一 ZC

o
o x e o so)0

2
D s in g

扭平az) 咖i二亡
。

诚
2 0) 守而)二己西瓦匆而万初00; (5

.

5 1 )

8
2

= A 关s in o + B 签e o s o一 C
。
口;〔(A

。
一 C
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0 )0委+ B

o
s; 」s in 28 / B
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)

一 (A
3

0
3
一 Z C

o
o
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。

(1 + a Z

)斌 (A
。
一C
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o
s孟

沙
3

= o

其中
,

A 关 = M 心
。夕/ B

。,

B 苦二夕(M
o z 。

+ 鱿l) / B
。

(5
.

5 2 )

(5
.

5 3 )

为校核可适用条件 (3
.

2 5)
,

我们考虑关系式 (5
.

3 8) 的第三式并对时间 t 求导
.

从而得到

行
3

(l一 2兄)一 2呀
3

久二月
s

沙
3

将此结果代入(5
.

5 3 )
,

得

行
3

= 2斤3
元/ (i 一 2几)

考虑到 (4
.

6) 式
,

上式变为

行
3

= 2冲
: “/ (1一 2之)

将 (5
.

3 9) 中的杆口 (5
.

4 1) 中的场分别代入上式右端
,

可求得

叮3
= 召A

3

(一 ZB
:

)

既使应用条件 (5
.

48 ) 和 (5
.

4 9 )
,

此方程也不能化简为庞加莱方程 (5
.

4 7 )
。

由定理 1 知
,

广

义哈密顿
一

雅可比方法不能用于这一问题所得到的解
,

因此 V an D oo re n
在〔8J 中给出的解是

不正确的
。
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