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摘 要

为用有限元法求解揭合热弹塑性问题
,

建立适当的 泛 函 是 有 必 要 的
.

本文试 图在 K
.

N
.

R ys in ko 和 E
.

1
.

B li 。。v

提出的热弹塑性本构方程和热传导方程川的基础上
,

用泛函 分析理论

导出藕合热弹塑性问题的泛函
.

月l」 舀

热一力藕合问题 曾引起了人们的广泛兴趣
,

但由于理论求解十分困难
,

目前这一问题的

研究多数仍集中在祸合热弹性领域
.

经人们研究
,

对热弹性藕合问题作出如下结论
‘“’:

( 1 ) 热动祸合效应的物理实质是对弹性波的阻尼
;

( 2 ) 在藕合系数很小时
,

藕合效应并不明显 ;

( 3 ) 只要加热不太快
,

祸合效应影响微小
.

但是
,

对于热弹塑性藕合问题
,

其藕合系数远比热弹性问题的棍合系数大
.

在这种情况

下
,

祸合效应的影响倒底有多大呢 ? 目前这方面的研究并不多
,

另外
,

对于热弹塑性祸合问

题
,

由于本构方程比较复杂
,

理论求解就显得更加困难 了
.

这给用于求解 藕合问题的各种数

值方法带来了广阔的前景
,

有限元法是其中 较 为 有 效 的 一种方法
。

为此
,

本文在 K
.

N
.

R ys in ko 和 E
.

1
.

B lin o v
.

指出的热弹塑性本构方程和热传导方程 的基 础上
,

导出了藕合热

弹塑性拟静态问题的泛函
,

为进一步用有限元法求解棍合热弹塑性问题打下理论基础
.

二
、

藕合热弹塑性问题的控制方程

设 口仁R
”

是一个线性子空间
, 。口 表示 口 的边界

, 口口 分为 口口
,

和 a口
。 ,

即
: 口口二口口

,

U。口二 丫 x 二 x (u ‘ , 。‘, ,

a ‘,
,

T )〔兔 (其中 u ‘为位移增量
, a ‘, 和 “‘, 为应力和应变张量的分

量
,

T 为绝对温度 )
,

t0〔〔0
,

。 )
,

(x
,

t) 〔g x 〔0
,

t。」
,

祸合热弹塑性问题的控制方程为
:

1
.

平衡方程

在小变形条件下
,

平衡方程为
:

.
国家自然科学基金资助的课题

.



昌肠
’

程 赫 明 主 洪 纲
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在 t + △t时刻
,

(a ‘, )‘
, △. == a ‘, + △a ‘, ,

则

△a ‘,
, , + R ‘= 0

.

在 二 x [ 0
,

t。〕内 (2
.

1 )

2
.

边界条件

Au
‘

= △论‘ 在 口O
。 x 〔o

,

t0 〕上 (2
.

2)

么F ‘== 么夕
‘ 在 。口

, x 【o
,

f。〕 (2
.

3 )

其中 △“
,
△户

‘
分别为已知位移增最和外力增量

.

3
.

位移一应变关系

△。。, 一

音
(△。‘

,
, + △“, , 。) 在 “ 、 〔。

,

, 。〕内 (2
.

4 )

4
.

本构方程及热传导方程

根据文献【1 〕
,

各向同性体热弹塑性问题的本构方程应取为
:

△a ‘,

a 含

二E ‘, 。‘A 。 ; : 一 a (2拼 + 3几)△T 占‘, + 享
、

尸

(2拜+ 3几)“T八e 二, 占: ,

设 T = T
。
+ △T

,

若 △T 《T
。,

则可得线性方程

△a , , == 百‘, 。‘△。盆:一 a (2 ; + s六)△犷d ‘, +
一

共
一

(2 ; + 3几)
“

犷
。
△。显。d ‘,

’

勺

式中E ‘, : , 拼 ,
之分别为弹性矩阵分量和 L a m 。常数 , C

, a ,

氏J 分别表示无应变比热
,

热膨

胀系数和K ro n ec k 记号
.

△a ‘, ,
△。下J 和 T 则表示应力增量

,

弹性应变增量和温度
.

热传导方程为
:

kT
, 。。△t= C△T + a (2“ + 3几)T

。
A。呈。一 a , , 芭啥,

其中 衬
, 是塑性应变率

。

由 M iss e s 屈服条件

、一“J
Z

, 一 H (

{
d ‘

, ,

犷)

及流动法则

d ·, , 一

悉
d , ,

则有

式中
·

△a ‘, = e 。, 。:△。。‘一D ‘, △犷一刀, ,
少

吞T
, 。。= ‘分+ 丁刀

‘,八e‘, 一。‘,凉蓄,

A“‘, = △。共, + △。梦
,

(2
.

5 )

(2
.

分)

c ‘, 。 !一二 : , 。 :一E一尝
.

未
一

、

黔
一

E 。

一 + “。, 二

默
二

灵
·

落
一

(2; + 3“)ZT
。

“。 ! + 一

落
(2。+ 3“)急T

。
“‘,

裂
,

口价
a a 二 :

占, ,

1 口功
万 口a 。:

尽
一

‘2。+ 3‘)
4
了:匈斋 决

一

戳
:

万~ H 奋+
口砂
aa

一E ‘, 。: 黔
一

合
2 ; 十 3“)zT0 悉

一

怨、
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刀‘, 一“
, ‘, “+ 3‘, 一E : , 。 !

瓷号
口叻
口口确 , (2料 + 3久)

a 8

十一万
七

(2。+ 3 , )
,
T

。
“‘,

粼
。 口吵
口a ‘正

.

梦一
.

‘今
一

a

日
(2拼+ 3几)

Z
T 。 1

万
少c一配

B ‘, = E ‘一* ‘
口叻 口H
口a 汤 : 口T

G 一 C + a ’‘, “ + 3“,
“
T 。。
翼

。
一

孟默
: + 。 (2。 + 3‘)r 。

默
、1 口H
万 口T

5
.

温度边界条件

一k 一 h (T 一T ,) (2
.

7 )

其中 k
,

h 和 T , 表示热传导系数
,

对流热交换系数和周 围 介 质温度
.

厂 表示对流热交换边

界
。

三
、

泛 函 的 存 在 性

设 X 是定义在 勇c R
”

上的连续实值函数构成的 B a
o

C h 空间
,

定义 S c= X 为有秩序排

列 几= (△“。
,

△红 : ,

八丙 , ,

T
,

△。。
,

△F 。,
T ) 全体构成的向量 空 间

,

s, 为 S 的对偶空间
.

若在时刻 t一△t 的 T 。一 ;

已知
,

并注意到 T 和 △公.
不能变分

〔吕’〔‘’,

则 S, 为有秩序排列

无一rR
。 ,

B., 分一巧T , _ , ,

。
, 一

织
一

(、‘忿, 一时)
,

一△。
‘,

△户
. ,

一少、T ,

、
\ 1 0 1 0

一

/

全体构成的向量空间
.

令 A二 {Au 。 ,

△: , : ,

△a ‘, ,

T
,

△u ‘,

△F ‘,

T } , 〔S

.
,

一 。 未 , ~
_

△t
, . ‘

~ 爪
、 二

八
‘

分 △t
,

~
、

, 一。
,

I = 1式。
,

万‘, 了 一口‘, l 介一 l ,
U

, 一巾 吸a ‘, 占百, 一 行2 )
,

一 凸“‘,

凸户 一,

一 万丙一 n l l矛
‘

七0
‘

J 0 J O

引入线性连续可微算子 尸
:
S ‘S,

,

其中 尸 为 7 x 7 阶矩阵
,

其分量为

立飒凡p 3 1

一
p

1 3 一

合(
“
。

孟
一

+ ‘, ·

)
,

Ps
Z一尸2 3

一
‘

P Z: = C ‘, , : ,
P : 4‘P.

: = 一D 。: ,
A t

,

口2

二二 一、
一

佗
一

言
一~ 二一 一

1 0 口戈含口戈介

。 。
_

” △t l
,

口
_

,

、

厂‘,

一I’e
‘
= ‘,

厂
, ,
“ 一 子扩气“ 。万 十 ”

)

其余分晕为零
.

因此
,

藕合热弹塑性问题的控制方程 (2
.

1) ~ (2
.

7) 可合写为

P (A )二 F

令 Q(A) = P (A)一 f = 0

则算子 Q 有势的充分必要条件
‘“’为

:

戈d Q (A , n )
,

亏)二 <d Q (入, 亏)
,

n)

(3
.

1 )

(3
.

2 )

(3
.

3 )
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,

A . ‘,

△矛‘,

全}少〔S
,

△订
, ,

△户‘ ,

于}
,
〔S

犷字其中 n = {A 忍。
,

△葱。 : ,

亏二 {A百。
,

八言
, ‘ ,

J口(A ;
助为 G 叙 e a u x 微分

,

<
· , ·

>为空间 5 x S’ 上的偶对
.

若 (3
.

3) 式成立
,

则算子 Q 有

势
,

口有势则方程 (3
.

1) 对应的泛函存在
.

事实上
,

该间题的泛函是存在的
.

、

为说 明之
,

我

们首先计算< d Q(凡 n )
,

互>

<d口(, , , )
,

。>
一{

。△厅‘, , J△“““ +

{
Q C

‘j。不“西
无

““ j

胡

一

I
。D ‘, ““,

, d“十

{
。

l
一

孟
‘△, ‘, j十““, , 。,

、

一A , ‘,

〕
△了‘, d“

十

乡:
k

{
。

,
, 。。
于d“ 一

{
。D ‘,

于△,
‘jd“+

兄扩
户,八‘京d“

一

又
D

。

八”
。““‘d “一

字:{
,

(
“

嚣
+ h,

),
““十

{沪
厅‘了△一d“

利用散度定理

f
‘
一

‘
二

,

。 f
,

二
. = ,

。 f l
, . 二 二 二

、 : _ ,

n

j
。 凸Q “

, ’。“ ‘“ 占才= j
。。 。户 ‘泣 . ‘“‘甘一}

。 2 气丛肚 ‘, , + 丛趾 , : ‘’八口 ‘, a ‘甘

!尹
, , 。

子。一{
二

癸
子ds 一

!丹
L

,
于

, ‘

。

得到

<、Q (。, 。)
,

: >。{
_

鲁[ (△。‘
, , + △。,

, ‘)△。‘, + (△; ‘, , + △; ,
, ‘)△。‘, ]。。

J 甘 自

+

{
。 C

‘, 。! A‘
。! A“, d口一

{
。‘A , ‘, A泞

‘J+ “厅
! , △“ 夕) d“+

孚:
“

{
。
予

, 。

,
, ‘

d“

一

{
。 ‘巧△“,

子十场“‘
。

卿“
十

刽卢 于dS (3
.

4 )

将 仁
,

n 互换可得(d Q(A ; 亏)
,

n )

, ,

。
, 。 , 、 _ 、

「 1
, , ‘ _

.

‘ _
、 :

二
.

, 、 二 ‘ 二
、

“_
, ,

~

久“呵 气八 ’“夕
,
”夕= J

。 Z L气凸扮‘
, ’十 。留 j , ‘’△汀‘, + 吸八肠 ‘, j + 凸“ ‘

, ‘)凸 a ‘J J“占甘

c ‘, 。:。。* : △若, ,

胡一 { (△。‘, △于‘,

+A
。‘, 八。‘, )胡十 孚k

{ 于
, , ,

, ‘、口

J 曰 J 0 J g

,

。
‘ _ 庆

.

。
二
二 .

、 ,

。 么t

气口‘J凸巴“ J 十刀‘J么君“ 义
’

)口占才一 矛
一

J 0 {
二

‘于““ (3
.

5 )

口口

厂l
,IJ

!
.

十一

从 (3
.

4 )和 (3
.

5 )式知

(dQ(A ; 劝)
,

七>一(dQ (A ;互)
,

n >二 0

因此
,

藕合热弹塑性问题的泛函存在
。

四

根据文献〔5 〕
,

、

祸合热弹塑性问题的泛函及其变分原理

(3
.

1) 式对应的泛函应为

了(A) = );
‘Q‘“A ,

,
A >d“



藕合热弹塑性问题的泛函及其变分原理 8 6 9

将(3
.

2) 式代入 上式
,

经计算得

1 「
, ‘

。
、 、 ,

n
.

I f 。
‘ 么 ,

~
J 、八’‘一Z J

。 、泣口‘’
, ‘十 八 ‘’丛u ‘“ 占才 + Z

J
。七 ‘, ”压己“‘丛巴“ a ‘才

一

{
。 A。

‘, A一d“一

{
。D

‘, T A一d“一

{
。 (B ‘,

少一 D
‘, T 。一 ) A一 d“

+

; {
。 (八一

,
/ 十△U , , , )八。

。, d“+

氛
k

l
。犷

,
“ T d“ 一

夕: {
。(G 分

一
‘,

,
, T d“十

!
。。

。

(凌
△F

:
一 △,

‘

)
△U ‘d“十

{
a。‘
(
““‘一;

“一

)
”F Od“

一

孟(
一

癸:
k

{
二

豁
? d“一 h

}
r 了

Z
d s

)
+ 一

兴
h

丁
二T , T““

利用散度定理
,

、

整理后得

J‘A, 一

{
。

孟
‘八一

+ A一 , A a ‘, d“一

)
。 R ‘A一d“+

;{
。C‘, 。: A 。一A 己‘, d“

一

{
。 △一△。

‘, d“一

!
。 D ‘, 7 △一 d“一

J
。 (B

, ,
分一D ‘, T , 一 )△一d“

一

瓷呱
r

, ‘r
, 。

“ 一

兴
一

孔
(‘户一口

. , ‘,
, ) T、一 ( △户

‘△。‘d s

J a 习。

汀 (△。‘一 △“‘)△凡ds 一
票

一

* f二ds +

妙 { T, Td s

J a 口
。 ‘ 逮 0 J r J o j r

注意上式不能对 T
,

△公‘变分
‘3 ’〔4 ’.

可以证明
,

上式所表 示泛函 J(A ) 的临 界 点 必 为方程

(3
.

1) 的解
.

为此
,

我们对上式求第一变分 (即 F r 己n
ch 微分 )

,

对于线性 算子
,

F r ‘n c h 微

分汐
:

_ d
, _

_
、 .

o AJ ‘A
,

月) =
一

而
J ‘A + a , ) !

a 一 。

目口

二 , 。

_
、

I f
, , ‘

.

‘ 、 ‘ 一
.

, ‘ _
.

‘ _ _ 、 ‘ 二 ,

。
O AJ ‘A

,

”
” 2 }

。 L气八“‘
, ’+ 凸“ , , ‘’八a “十 气凸“’

, ‘+ 凸u ‘,

”。口‘’」“占甘

一

{
。 R 。△一d“ +

{
。 C

‘, 。:△·, :

“
‘, d“一

{
。D ‘, ‘△一 ,护+ T △万‘,

, ““

一

{
。‘B ‘,

, 一D ‘, T一 ) A , ‘, d“ -

挣协
‘犷

, ‘

、兴
一

{
。‘G 少一 a , , ‘”’, ““

一 { (八e‘, 八。
‘, + △a ‘, △; ‘, )d。 + ! △。。△户‘、s +

{
。户

‘△。‘、s

J 曰 J a口
。 J a

岛

一

{。
。

‘
_

‘’

。
. ‘

.
、 , 。 △t

叹凸刃‘凸厂 ‘十 凸封‘凸 尹
’

‘) 口O 一
-

币
-

1 O

, f
_

”ds + 洽协{ T, 叫s

J 厂 才 0 J r 几

利用散度定理
,

可得

。, J (。
,

。)二一仁(△a ‘, , , + * . )△。‘、。+ 仁[鲁(△u ‘,
, + △。, , ‘)一 。。‘,

1△
。‘, 、。

产脚 J 私

“
J



8 7 0 程 赫 王 洪 纲

(e ‘, 。: △。。: 一△a . , 一。‘, △: 一。, , , )△; ‘, 、。+
!

_

(△。, 一 △。。)△护‘、s

J a 二儿

+ l
J 刁刀

。

(△F 。一 △户
‘)、, ‘J : 汀 (*

一

少
:

, , 。一 D . ,

Ae
‘, 一

’

磐砰
J 日 \ , o 上 O

户.
.
口�

+ a “ 井)
, 胡 一

{
二

尖
一

卜芸
+ hT 一hT

,

), dS

令 占AJ( A
,

n ) = 0 ,

得方程 (2
.

1) ~ (2
.

7)
.

因此
,

在不对 T
,

△“ 变分的条件下
,

此泛函的

临界点必是方程 ( 2
.

1) ~ (2
.

7) 的解
。

为方便
,

泛函 J ( A )也可写为
:

1 「 。

“
‘ ,

。 f
, ‘

玲
、 ‘ _

_

,
。 f n ,

二 _ _ , n
J 气A 少= 认 l 七 “舌‘凸 e . ;。召‘, Q 。甘一 I 叹。刀 ‘J O u ‘a o 一 l 刀 fJ I 。“夕“ 。‘

‘ J O J口岛 J 。

一 !
_

(B. 夕一刀‘,

几
一 : ) △。‘,

栩一妻尊
一

。
卜

, ‘T
, 。J。一粤

一

(
_

(G , 一。
, , ‘,

, )Td 。

夕公 乙 J O J 日 J O 口 曰

兴
一

可z.(1-- 二 一r
T,) ds 一

{粼
晰““

( 4
.

1 )

式 ( 4
.

1) 表示了热弹塑性藕合问题的泛函
,

用有限元法 计 算时
,

可用 A 。 和 T 的有限模

式代入此泛函
,

分别对 △。 和 犷变分
,

即可得到两组有限元基本方程
.

.
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