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摘 要

对于自治的非线性系统米说
,

只要其线性部分系数矩阵的特征值不属于临界情形
,

其无 扰 运

动在其足够小的邻域内的稳定性完全可以由其线性部分的特征值确定
.

关于 线性系统的稳 定 性
,

已有不少简单易行的判别方法
,

而关于非线性系统的稳定性
,

很多数学家和力学家作了大量 的研

究工作
;

但大都是针对特殊类型的非线性系统解决了一些问题
,

直到现在为止
,

还没有普 遍 适用

于任何的非线性系统的简单易行的判别方法
.

本文所给的是判别非线性系统稳定性的充 要 条件
,

常用的克拉索夫斯基方法只是这一方法的一个特例
〔1二’ LZ 〕

.

一
、

判别非线性系统运动稳定性的一个定理

设系统的微分方程为
毖一 f(x ) (1

.

1 )

其中二为
。维向量

,

了(x) 为连续可微的
n维向量函数且f (0) 一 0

.
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其中 N 为下标集合 {1
,

2
,

⋯
, 。}

,

则系统 (1
.

1 ) 的雅可比

(Ja e o b i)矩阵可写成J (x )~ 〔j: : 〕
.

如果J (二)可表示成

J (x )~ D X (劣) (1
.

2 )

而X (x) 可表示成

X (x )一 S (二 )一 C (x )/ 2 ( 1
.

3 )

其中刀为实对角阵
,

而S (劝 为反对称矩阵
,

C (劝为正定对称矩阵
,

则系统 (1
.

1) 的无扰运动

为渐近稳定的充分与必要条件是 D 的所有对角线元素都是正的
.

证 由于 J (x ) = D 〔S (x )L-- C (二)/ 2〕
、

(1
.

4 )

而D 是实对角矩阵
,

S (x) 是反对称矩阵
,

C (劝 是正定对称矩阵
,

故

J , (戈) = [一S (x )一C (x ) / 2〕D

于是
,

得

J牙 (x )D
一 1 + D

一玉J (戈 )= 一C (x ) . (1
.

5 )

此时
,

取厂(x) ~ 了
, (幼 D

一 ‘

f (幼为李雅普诺夫函数
,

并注意到j(x) 一 J (劝f (x ) 则

.

钱伟长推荐
.
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夕(x) = f
r (劝 D

一 ’
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全
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r (二 )J T (二 )D
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f (二) + f
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~ f
T (二)〔J r (二)D

一 ‘+ D
一 ‘J (二 )〕f(二)

= 一 f
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可见
,

当且仅当D 的对角元素都大于零时
,

系统 ( 1
.

1) 的无扰运动是渐近稳定的
.

从而证明

了上述定理
。

值得指 出
:

如果D 的对角元素有正有负
,

则系统 ( 1
.

1) 的无扰运动是不稳定的
.

二
、

矩 阵 D 的 确 定 方 法

由上述定理的证明过程可知
:

如果矩阵J (劝 能满足方程( 1
.

4) 就一定能满足方程 (1
.

5 )
,

而满足方程(1
.

5) 的条件是矩阵

J ,
(x )D

一 ’十 D
一 ’

J (x ) (2
.
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的各阶主子式满足条件
, ”’:
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如果将式 (2
.

2) 中 心
,

d , ,

心 的系数中的 劣看成参

数
,

式 (2
.

2) 代表抛物线族
.

一般来说
,

么不石作琶

是适用于 二 的任意区间的常数
。

但在 二 的某一区间

上 d 。 是可以取某一常数 值 而 使 (一 1 )
“
△

:

> O
,

例

如
,

如图所示
,

当xa < 二< x 。 ,

只要取 。 区 间 内的

d. 值即可保证(一 1 )介八, > 0
.

当六< x < 劣。

时
,

取
n 区 图 1

间内的 d 。值即可保证 (一 l )“△,
) 0

.

因此
,

在不同的区间上存在着不同的d
.

足以使 (一 1 )介△
,

> 0
.

根据求得不同区间上d
。

的符号就可以区分出哪些区间是稳定区
,

哪些区间是不稳定区
。

如果所求得的心> 0( V k〔N )
,

对所有的二都适用
,

而且随着 lxl]
一 * 。

,

犷(劝。 、
,

则系

统 (1
.

1) 的无扰运动是全局渐近稳定的
.
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三
、

一 个 推 论

显然
,

当D 为单位矩阵
,

即D = I时
,

可 以直接得到常用的克拉索夫斯基定理
:

对于非线

性系统 (1
.

1 )
,

如果矩阵〔J r (x) 十 J (, )〕为负定
,

可取厂(劝 = f
r (二 )f (劝为李雅普诺夫函数

,

由于夕(x )为负定
,

即
一

可用李雅普诺夫定理断定系统 (1
.

1 )的无扰运动是渐近稳定的
.

如果 当

}}刘。、时
,

还有F (x) 二f
r (x) 了(x) 、 冈

,

则系统 (1
.

1) 的无扰运动是全局渐近稳定的
.

四
、

应 用 举 例

例 设系统的微分方程为
毖1 = (B / A 一 C /城)劣 2 % :

+ 左,劣 1

云2
= (C / B 一 A / B ) x 3 x , + 掩

2二 :

云3
= (月/ C一B / C )x ; 二 : + k

ax s

试判别其无扰运动的稳定性
。

解
:

令 (B / A 一 C / A )= a ,

(C / B 一草/ B ) , b
,

则

} (4
.

1 )

月/ C一B / C = 。 .

k
r

bx 。

心戈 2

6 劣 3

益
2

心劣 l

C 劣2

bx ;

寿
,」

一

!
...L

一一
、夕
r

X
了、J

J伙劝 D
一 ’
十 D

一I J (x )二

1 ..

se
‘JXXcdcd丸l+汁2ddd

{
Zd

:
吞

1

(a d
,
+ bd

Z

)x

(a d
:
+ c d

3

)x

(a d
,
+ b d : )x 3

2 d
2
k

2

(bd
Z
+ ed

。
)劣

,

(4
.

2 )

设 A < B < C
,

则令

d la + d : b = 0

d
, a + 姚

c = 一 1

d Z b + d
3 c = 0

可解得
d

,
= 一 1 / (Za )= A / 〔2 (C 一B )」> 0

d
Z
二 1/ (Za ) = A / 〔2 (C 一 B )」> o

d
3

= 一 1 / (Ze )= C / 仁2 (B 一A )〕> o

只要k
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,
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。
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d
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,
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> 二 ;
,

矩阵 (1
.

2 )
‘

便是负定的
,

故系统 (1
.

1 ) 的无扰

运动在上述条件下是渐近稳定的
.
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