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摘 要

有几篇文章已经涉及结构的离散弹性支承
.

它与连续弹性支承有什么关系
,

两种支承情 况 对

于结构动力特性产生多大差异
,

这是人们关心的问题
.

本文通过分析指出
,

频率是反应系 统 总能

量中动能和势能的比例关系
,

离散支承和连续支承之间通过某种能量的等效转化
,

可保证 频率不

变
.

并给出了梁的理论推导和旋转壳的的数值结果
.

一
、

引 言

在目前的工程结构中
,

有许多是由离散弹性支承支持的
,

如火车轨道
,

体育场的顶蓬和

大型双曲冷却塔等
.

在某些复杂结构 (如离散支承的壳体 ) 的自由振动分析中
、 一般将离散

弹性支承转化为连续弹性支承
,

以简化计算
‘’, 之

,’, ’2 ’.

在计算双 曲 冷 却 塔的 动力特性 时
,

c
.

S
.

G r
an 和 T

.

Y
.

Y a n g , ’ , ‘, ’: ‘’使用了四边形单元模拟壳体
,

、

用梁单元模拟离散柱支承
.

这

样
,

可以说是较为真实地反应 了离散支承效应
,

但计算量相当大
.

而 J
.

M
‘
D 的 N at h〔

, ’
在

用四边形壳体单元计算双曲双冷却塔的动力特征时
,

简单地将底部的一圈单元 中的一些单元

去掉
,

以模拟冷却塔底部的离散支承
,

得出的结论是在某种模拟状态下对频率 的 影 响 较大

(最低频率降低约56 肠 )
.

这种模拟计算显然是不精确且不合理的
.

本文利用能量 法 仔 细

讨论了梁在离散弹性支承和连续弹性支承两种情况下的频率特性
, 指出将离散弹性 支承运用

适当的能量等效原理转化为连续弹性支承并不改变系统的频率
.

本文也用旋转壳有限元代表

壳体
,

将离散柱支承系统用能量等效原理处理为等效壳体元
,

计算了双曲冷 却塔 的 动力特

性
,

并与C
.

S
.

G ra n
等

〔, ’和 S
.

K
.

Sen 等
【3 ’的结果进行了比较

,

其结果是很一致的
。

由此
,

本文提出系统的自振频率反应了系统总能量中动能和势能的比例关系
,

系统能量中的这种比

例关系不变
,

则系统的频率也不变
.

二
、

梁 的 振 动

为了说瞬问题起见
,

假设考虑的梁为一简支梁 (图1)
,

长为 l
,

截面积为s
,

弯曲刚度

卢文达推荐
.
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再设梁受连续弹性支承时的弹性系效为存
。 ,

而梁受离散弹性支承的数目

为m (彼此等距)
,

每个弹簧的弹性系数为 h‘
.

下面用能量法推导两种情况下的频率方程
.

i) 连续弹性支承

首先将系统的自由度折减为 , 个自由度
,

Y (x )= 习
。。
功
‘(劝

设位移函数如下
:

(2
‘

1 )

其中功
, (x )是。

个可能位移函数
,

’

并满足边界条件
, a ‘
为待定常数

.

这样可写出系统的势能为
:
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r
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乙
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、
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由此可写出 R a ylei 么k 商如下
:
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二
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⋯
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或写为
:
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.

2 )和(2
.
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:
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2
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一

补陈
一

曹
/ / “

月 (2
.

8 )

将上两式代入 (2
.

6) 式
,

得
:

令

鑫
一

丁:(
E

·

z、
,

犷甲 , + ‘
·

: 了

一 vas
、, , * ‘

)
一。

c
‘, 二

{:(拼咖
叮

一

。“理
, 叭一 扩 飞

扣
, 仆
)dx

(i一 1
,

2
,

一
, ”) (2

.

9 )

(2
.

10 )

1fI.卜.1.!

O

因此由(2
.

9 )式得 一个
,
阶齐次方程组

:

C
, , a 工一

干C
: Za :

+ ⋯

C
。la , + C : : a : + ⋯

。a ,

二D

。a 。 “0

(2
.

1 1 )

CC

. . . . . . . . .

⋯ ⋯

C
” , a ,

+ C
。 : a Z

+ ⋯ + C
。。 a 。

=

由于参数
。‘
不全为零

,

故系数行列式应为零
:

C 1 1 C x Z

C
Z ,

C
Z :

c
‘·

1
C

: ”

1
二 0 (2

,

1 2 )

C
。1 C

. 2

(2
.

1 2) 式是关于扩的
n次代数方程

,

几个频率解
。

一

C
”。

由此可求出
,
个根 。 : (i == 1

,

2
,

⋯
,

n)
,

这就是系统的最初

ii) 离散弹性支承

与 i) 相似
,

设位移函数为
:

G (x ) 二 乙b ‘叻‘(二 ) (2
.

1 3 )

则系统的动能类似 (2
.

3) 式
,

而势能为
:

“;
·二

一

式EI 〔补
, , ‘· )
丁六

十

孟乙 ka

乙 b ‘,
, (、)
」 (2

.

1 4 )

通过与
.

1) 类似的推导
,

得
:

亡
。,

l{
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E l劝了劝叮d二 + k‘兄 劝, (x . )价‘(二: )
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一
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, , , ‘d

刁
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,

’
,

一
” ,

(2
.

1 5 )

由(2
.

1 5) 同样导出一个。
2的 , 次代数方程

.

如令(2
.

1 5) 式中的k‘对每个‘和j分别与协中的瓜有如下关系丸

f{,
‘(: ), , (二)。

心
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-
- - -

-

一

—
k
。

“
,

i= 1
,
2

,

⋯
, ”) (2

.

1住)

习叻
‘(。)价, (” )



1 0 2 6 王 蜀

则得到 i) 中同样的一系列方程
,

表示离散弹性支承已转化为连续弹性支承 来 计算
.

不难验

证
,

(2
.

1 6) 式表示将离散弹性支承转化为连续弹性支承时要求两种支承系统中的势能相等
.

在实际应用中
,

一般要求
n
《m

。

因此
,

当离散支承数目较大时
,

这一转化是有效的
.

对于复杂的 功
‘(劝

,

(2
.

1 6) 式的应用较为困难
.

但是对于很多情况
,

(2
.

1 6) 式能导出非

常简单而有用的结果
.

对于较软的离散弹性支承简支梁
,

可设
,

功‘(x ) == sin (‘。 / I) (2
.

17 )

则有
:

(‘寺 j

(2
.

1 8 )口口�

‘.占O自{:
, , (·) , , (· )“一{

乙少. (二 : )势, ( x : ) =

0

切 + 1

2

‘今j
.

且
”< 扭

吕= ]
( 2

,

19 )

这样便得出两种支承情况相互转化的一个非常简单的关系式
:

,

m + 1
。

心二 一l 勺 ( 2
.

2 0 )

这里的方法有一 个非常重要的应用—离散柱支承的旋转壳体
,

这将在下一节讨论
.

三
、

离散柱支承的旋转壳

对于旋转壳
,

其任意位移或应力参数x (s
,

夕)均可展开为三角级数 (s 为子午向弧长
,

e为

周向角) :

x ( : ,

0 ) = 乙 [ x 。( s ) e o s ko + x 二(
s ) s i n ko」

、

介一 O

( 3
.

1 )

则壳体和离散柱支承系统的总势能为
:

U 一U 壳 +

咨
‘“, ’〔‘」‘U ,

其中U 壳是壳体部分的势能
,

详见文 〔1 4 ]
,

{U } 是支承末端在总体坐标下的位移向量
,

是相应一对支承的刚度矩阵
,

详见文〔14 ], c是支承的对数
。

」
‘

( 3
.

2 )

[叉〕

设 c
对支柱将区间 【O

,

2司 等分 为
c
等份

,

并将每一对支柱置于每一等份的左端 点上
,

r卜十仁
r

脚夕避一
、

同时假设第一对人字柱设置于0
。

处
,

‘

则第久对支柱的坐标为
:

(之二 1
,

2
,

⋯
,

c) ( 3
.

3 )

现将每对支柱的位移向量 {U } ;
沿环向展开成 F o ur ie r

级数
,

有
:

{U } : 二二县
‘“, ,

一 “‘
:

e o s 左0 ( 3
.

4 )

其中王u } ,

即相当于壳体第、谐波的节圆询量
.

写为

这样
,

‘2
,

粤’产户料柱支袖分的 势 能
啊
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式中O (: 秃十 1) 表示掩> sk 以后的所有项
,

这里利用了下列公式
〔’‘’:

艺 {e o s (2二吞l/
n ) }“一 【‘+ ‘一

‘, 。〕·‘fn , ,

〔(号)
:

〕
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一2

乏
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(n
,
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,

2
,

3 ,

⋯ , I
,

m < ”) (3
.

6 )

因此从 (3
.

5) 式就可得到将离散柱支承系统转化为等效壳体

时
,

第寿谐波的刚度矩阵〔K 〕为
:

〔K ,一晶〔‘ 〕 下lwe
!!

犷上(3
.

7 )

基于上述推导
,

下面给出三个数值结果
.

(a) 离散支承的刚性圆柱壳的扭转振动及上下振动
。

图

2
、

是其示意图
.

刚性圆柱壳的尺寸为
:

高度 H 二84
.

2 m ;
内

径
r = 33

.

94 m , 外径 R ‘ 34
.

94 m , 离 散支承为 40 对人字支

柱
,

每根支承与地面夹角
a 二 69

.

5
’

, 支承长度10 = 6. 33 m ;
截

面 A 二 b 又 6 = 以
.

16
’
m ; 性弹模量 E ~ 2 7 0 0 0 0 0 T / m

, ; 质量密

度p = 0
.

2 4匕T
·

S
‘

/ m
4 .

首先求出解析解
,

扭振方程为
:

H p J
,

成+ K 神 = o

其 中 J , 二 , 〔R ‘一 r ‘) / 2是刚性圆柱壳截面的 极惯性 矩
,

图 2

(3
.

8 )

K
,
二l

。一 ‘
Zc 月E co sz a 左

’

(开== (R + : ) / 2) 是40 对人字柱产生的总扭振刚度
,

劝是扭转角
.

令功= 月
e x p 〔‘。月

,

则得扭转频率
:

ZcA E
·

左
艺

PI
。

H J
,

e o s艺a (3
.

9 )

代入教值
,

得自然频率
:

一

f. = 1
.

94 90 54 8 H z

上下振动方程为
:

M 公+ K u == 0

其中 M == p H 二(R
Z
一 , :

)
,

K 二 l万
’
Ze A E s in Za ,

所以圆频率为
:

Zc A E s in 之a

心=
一

风万武俨二rs)

代入 数值得自然频率
;

/
, = 5

.

2 i 3 5 3 3 6 H ;
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.
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.
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再由第三节中导出的公式用程序计算
,

为保证上部圆柱壳相对为刚性的
,

在计算中其弹

性模量取比人字柱的大 10 倍
,

、

召~ 2 7 0 0 0 0 0 0 T / tn 气 其结果为
:

了
,
= 1

.

9 5 5 9 H z

I
, 二 5

.

ls 7 9 7H z

与精度解比较
,

仅相差0
.

4 91 肠
.

、

(b )底部固定的双曲壳
,

尺寸如图 3所示
.

其材料参数为
:

弹性 模 量 E ~ 3 义 1 0 日Ps i
,

泊

桑比 “= 0
.

15
,

质量密度p ~ o
,

2 25 x 10
一’

王卜
s鱿丫i.n

‘·

其频率结果列于表 1 中
,

同时还列入
’

了c
.

s
.

G ra 。
等

‘, ,用两种不同网格计算的结果和 s
.

K
.

se
n
等

〔“〕的结果
.

可以看出本文结果

与C
.

S
.

G r a n
等

〔”的网格较密的结果及 S
.

K
,

se 岌等内的结果非常一致
.

(。)离散柱支承的双曲冷却塔
,

几何形状如图4所示
,

尺寸和材料参数如为
:

Z 一= 2 5 0
.

8 6 ft
,

\

R 一= 18 2
.

2 5 ft
,

h= 1 2
.

oin
,

d
。

留2 4
.

oin
,

乙 = g s
.

8 9 ft
,

R 。= 1 1 6
.

5 ft

h
,
== 2 4

.

0 in
,

c二 4 4
,

Z
,

二 3 2
.

o ft
,

R
‘
== 1 2 3

.

0 ft

l
。
= 4 1

.

o ft
,

a 二7 1
.

b
。

二5 2
.

oin
.

E 壳二E 柱= 4 x lo . p si
, 拼壳一“柱一 1/ 6

质量密度 p = o
.

2 2 5 x i o
一 , lb

一 se e :

/ i
n 4

表2中列出了壳底固定时的频率结果
,

而表 3 列出了考虑离散柱支承系统时

塔的 自然频率
.

从表 2 和表 3 着出
,

离散柱支承对系统频率的影响是很大

的
,

计算中必须考虑
。

同时
,

表 2 和

表 3 中也列出 了 C
.

S
.

G ra
n
等

〔7 , 和

P
.

L
.

G o d d 等“ ’的结果
.

可以看出
,

本文结果与这两种结果都是非常一致

的
。

今今今

乙乙乙

牌共肆共}
‘、素

旋转轴

梁

尘止
一!?
。.。
:确lee上

13 7 产

1 1 37 1

i羊细东 详细2

图 4
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表 1 底部固定的双曲壳
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表 2

主 蜀
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表 3 离散柱支承的双曲冷却塔
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四
、

结 论

对于离散柱支承的复杂结构
,

在其 自由振动分析中要直接用离散形式进行计算往往需要

更复杂的方法或更大的工作量
.

因此
,

人们总是将其转化为连续支承形式后
,

再进行分析
.

本文通过对离散支承和连续支承的梁进行理论分析
,

指出了只要通过适 当的转化
,

是可以保

证频率不变的
。

特别对于能估计其振形的情况
,

本文给出的公式非常简单
。

进一步
,

对于离

散支承的旋转壳
,

一般总是假定环向振形 (谐波) 为正弦或余弦分布
,

因此由本文的能量相

等原则导出了等效于连续弹性支承的一个十分简单的公式
,

并且给出个数值结果
·

本文结果

与C
.

S
.

G r a n
等

‘? ’的完全离散化结果是非常一致的
,

证明本文的方法正确地反应了离散 柱支

承效应
。

从第二节中用能量法推导公式的过程
,

本文认为自然频率反应了系统总能量中动能

和势能的比例关系
,

如结构的局部发生变化
,

但系统的能量中这种比例关系并不变化
,

则系

统的频率也保持不变
。

感谢 在本文完成过程中
,

得到钱伟长教授的鼓励和指导
,

在此谨致谢意
.
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