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摘 要

本文用 K oi te r

理论分析环肋加劲圆柱壳在静水压力作用下的后屈曲性能
.

前屈曲状态采用与

边界条件一致的非线性有矩方程
,

本征值问题的解用伽辽金方法求出
,

得到的临界载荷与 经 典线

性解作了比较
.

具体计算了三种不同环肋参数的外肋加劲圆柱壳
.

结果表明
,

肋 的 强弱不仅显著

影响临界载荷值
,

同时也改变了柱壳的缺陷敏感度
.

一
、

引 言

长期以来
,

薄壳稳定性的经典理论和实验结果之间的差异曾引起许多研究者的重视和努

力
.

早在30 年代
,

D o n
ne ll 【” 就开始研究薄壳的后屈曲性能

.

1 9 4 1年
,

K ar m an 和钱学森
‘“’

在解释 D o n
ne n 大挠度方程的基础上提 出非线性跳跃理论

,

指出在远低于线性临界压力情况

下存在着一种后屈曲平衡位形
.

1 9 4 2年
,

钱氏〔“’又提出等能量准则以说明这种非线性跳跃的

条件
.

后来的研究结果表明
,

在后屈曲阶段可能存在一种对应于最小载荷的平衡位形
,

但这

个最小载荷却不是临界载荷
,

因此这种理论仍不能充分解释理论和实验临界压力 之 间 的 分

歧
。

从60 年代以后
,

St
e in 〔

弓’
等人提出非线性前屈曲一致理论

,

抛弃了经典稳定分析 中前屈

曲状态线性的假设
,

认为前屈曲解必须与边界条件相一致
.

St
e in 理论

一

与近代的精确模型实

验结果比较接近
,

但是它的处理对象仍然停留在理想的完善壳体上
.

为了研究初始缺陷对屈曲的影响
,

早 在1 9 4 5年K oi te r LS ’〔“’
就提出了非完善结构稳定性的

一般准则
,

即缺陷敏感度理论
,

或称之为初始后屈曲理论
.

到 60 年代初期
,

K oi ter 的论文

被译成英文后
,

得到了广泛的重视和研究
.

Bud ian
sk y 和 A m az ig o[ 7 ’

曾用 K oi te r 理论对圆

柱壳受侧向外压和静水外压力情况进行 了缺陷敏感度分析
,

文中假定柱壳屈曲前为线性无矩

状态
。

本文试 用K oi ter 理论分析承受静水外压的环肋加劲圆柱壳的初始后屈曲性能
.

为了考察

边界条件对此的影响
,

在前屈曲状态采用了与边界条件相一致的非线性有矩方程
.

首先推导
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出后屈曲系数
a 和 b 的 一 般 表 达式

,

然后建立环肋加劲圆柱壳的基本方程
,

并用摄动法求

解
。

二
、

考虑非线性前屈曲态状的 K oi ter 一般理论

假设结构的广义载荷为q ,

它的广义位移
、

广义应变和广义应力用
。 , 。和 a 表示

.

设广

义应变和广义位移之 间的关系式是
。= L

:

(u ) + L
Z

(u )/ 2 (2
.

1 )

它的变分形式可以 写成

占。= L
;

(d u )+ L
, :

(u
,

占u ) (2
.

2 )

其中 L
:

为线性算子
,

L
Z

为二次算子
,

双线性算子L
: ,

定义为

L
Z
(u + 口 )= L

:
(u )+ ZL

, 、(u
, u ) + L

:
(刀 ) (2

.

3 )

弹性应力应硬妙关系为
a = H (。 ) (2

.

4 )

式中H 为线性函数
.

虚功方程可以表示为
口

·

占。= q
·

己u 丈2
.

5 )

而互等定理是

H (。(
‘’)

·

。(2 )= H (。(
2 ) )

·

。“) (2
,

6 )

在载荷 q = 久g
。

时
,

可 以将位移
、

应变和应力展开成摄动表示式

u = “。(几) + 舀u
:
+ 省

Zu : + 占3u 。+ ⋯

。= 。。(凡) + 省。
: + 省

2 e 2
+ 雪

3 0 3 + ⋯ (2
.

7 )

J ~ 口 。
(幻十占J

: + 梦口
: 十护a 3 十⋯

}
其中u 。 , 。。 , a 。

是载荷参数 几的非线性函数
, u ,

为法化了的临界屈曲波形
,

摄动参数 睿是屈曲

位移幅度的一个量度
,

当 几趋近于临界载荷参数只
。

时
,

占趋近于零
.

为了研究在初始屈曲状态下几和 言的系关
,

将
。。 , 。。和a 。

在临界点几
。

附近展开成泰勒级数

u 。= u 。。 + (几一 几
。
)u 公李

’ + (几一几
。
)
“u 于忿

’

/ 2 + ⋯

。。二 e。。 + (几一 之
。

)。‘荟
’+ (久一几

。

)
“。J忿

’

/ 2 + ⋯

a 。
= a 。。

+ (义一久
。
)a 甘吞

’ + (之一 又
。
)
“a 甘于

)

/ 2 + ⋯

(2
、
8 )

式中记 (口
’u 。

/ 口元
“
) , 一 ,

。

= “
吕,

, (n = 0
,

1
,

2
,

⋯ )
,

对于‘:
, 和 ‘:

,
皆同

.

同时应用 K o ite r 理

论
,

在初始后屈曲阶段
,

载荷参数比为

元/ 几
。
二 1 + a占+ b梦十 ⋯ (2

.

9 )

上式中 a 和 b 为后屈曲系数
.

将(2
.

7 )
,

(2
.

8 )式代入(2
.

1 )
,

(2
.

4 )
,

(2
.

5 )式
,

并运用公式(2
.

2 ) 和 (2
.

9 )
,

然后分别

比较雪各次项的系数
.

对于 省的零次项系数
,

。。。== L
:

(“
。。

) + L Z(u 。
。

) / 2

口。。= H (e
。。
)

可得临界状态的前屈曲解

(2
,

1 0 )

a 。。
·

[L l (占“) + L , ,

(“
。。 ,

占“)〕= 久
。g o

J。

比较 舀的一次项系数
,

得临界屈曲解
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。,
= L , (u

,

) + L
l ,

(u
。。 , u ,

)
,

a ,
= H (: , )

a ,

[L
,
(己u ) + L

, ,
(u

。。 ,

己u )] + 口。。L , ; (u
, ,

d u )== 0

比较省的二次项系数
,

得

} (2
.

1 1 )

。2 = L , (u
Z
) + L

Z
(。

,

) / 2 +
a几

。
L

, ,

(u 6忘
) , u l) + L , ,

(u
。。 , u Z

)

a Z
= H (。

:
)

a Z

[L
,
(d“) + 乙

, ;
(u

。。 ,

占u )」+ 〔; ,
L

l ,
(u

, ,

du ) + a 。。
L

, 1
(u

: ,

Ju )
(2

.

12 )
l
、
r

f
.

!
,

Z

+ a之
。

〔a 石急
, L

1 1

(u , ,

占u ) + 二,
L : ; (u舀二

, ,

占。 )」= o

取加‘
u : ,

并考虑互等关系式(2
.

6 )
,

即由上式中的第三式得

3 / 2
u = 一 几

。

〔口J老’L
:
(u

,
)

·

a ,
L

:
(u

,
)

+ Za ,
L

: l
(u J选)

, “ ,
)〕

(2
.

13 )

又比较省的三次项系数
,

得

: 3
= L

,
(u

s
) + L

: ,
(u

。。 , u 3
) + L

: ,
(u

, , u :
) + a还

e

L
, ,
(u 甘已

’ , u Z
)

a Z
几旦

+ 2
一

L 1 1 ‘u l , “6息
’

) + o 几c

乙 1 1 气u D去
‘

, u l )

a 3
“刀 (:

3
)

a 。。
L

, ,
(“

。,

d u ) + a ,
L

, ,
(u

: ,

d u ) + a Z
L

, ,

(u
, ,

d“)+ a 3

[L
,
(d u )

(2
.

14 )

、百.....

!
、
了

!
且皿.夕

+ L
1 1
(u

。。 ,

己“)〕+ a几
。

[ a J老
’
L

, 1
(u

Z ,

d u ) + a :
L

, ,
(。石二

, ,

d u ) ]

a Z
几三

+ “
厂“ 「a

,

L
l ,

(u ;里)
,

乃u ) + a 6孟
少
L

1 1
(u

; ,

合u )〕
2

+ b几
。

〔二步乏
’
L

: 1
(u

, ,

d u )+ a I
L

I ,
(u 片二

) ,

ju )〕= 0

同样
,

取加 = u : ,

且利用公式(2
.

6 )
,

即由上式中的第三式得

b = 一 {2 J
I
L

l l
(u

l , “:

)+ a Z
L

Z
(“

,
) + a兄

·

[ J ‘之
’
L

! ‘
(“

‘, “2
) 1

_ , . 、 _ 、 . 、
、

_ a 艺兄三
, 、。 、 二 , 、

l
+ a , 乙 1 1

(u
。

志
‘ , u Z

) + a Z乙 1 ;
(u云忘

’ , “, )」+
一

。
一

La 6息
’

乙 : 叹u : z 气
‘

、

_

f
+ Za

:
L

l ,

(u 6盖
, , “,

)〕卜/ {几
。

[ Za
;
L , : (u己志

夕 , u ,
) + a 6志

,
L : (u : )」} j

(2
.

1 5 )

至此
,

已求得后屈曲系 数
a 和 b

。

当结构屈曲时具有和特征位移的方向无关的对称性质时
,

由公式 (2
.

9) 可以看出
a = O ,

且 b 具有较简单的形式

b二 一
Za ,

L
, 1
(u

, , u : ) + a Z
L

:
(u

:
)

之
。

〔a J送
’
L

Z
(u

;
) + Za ,

L
, ;
(“孟忍

’ , u ,
)〕

(2
.

16 )

结构的初始后屈曲性能取决于系 数 如 若 b 为正值
,

则结构屈曲后载荷可继续增加
; 二若b 为

负值
,

则屈曲后载荷降低
,

即不可能继续加载
,

且结构是缺陷敏感的
.

如果结构具有微小的初始缺陷 。
,

其形状和临界屈曲波形相一致
,

即 . = 如
: ,

石为缺陷

参数
.

于是
,

载荷几q
。

引起的位移
、

应变和应力为

、eel、
,

J

leeee少u = u 。+ 舀u
, + 占

2 u 2 + 占
3 u 3 + ⋯

,e= L
,
(u ) + L

:
(u )/ 2 + L

: ,
(u

,
云)

= : 。 + 占。
, + 占

2 e 2 + ⋯ + 石L
, ,
(u

。 , u ,
) + 占占L

, 1
(u

, , u ,
) + ⋯

(2
.

17 )

。 =
(; 。 + 占二

; + 言
2二 2 + ⋯ + 西H [L

, ,
(u

。 , u ,
)〕+ 占占H [L

; 王
(u

。 , u ,
)〕十 ⋯

一
. 尸 - - ~ ~ ~ ~ . . . . . . . 口. . . . . .
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它的应变变分为
d : = L

I
(占“)+ L : ,

(“
。 ,

己u ) + 宣L
工,

(u
工,

占u )

+ 叠
Z
L

; ,

(‘: ,

6 u ) +

因为当 香= 0时
,

载荷参数比由公式

⋯ + 曹五
, ,

(u
, ,

己u ) (2
.

1 8 )

刀几
。
= 1 + 峪 十 b省

“
+ ⋯

表示
,

现设

刀之
。
== 1 + 姑十 b梦十 ⋯ 十石f(占

,

酉)

将 (2
.

17 )
,

(2
.

18 )
,

(2
.

19 )式代入虚功方程式 (2
.

5)
,

略去绪和 扩以上的高阶项
,

(2
.

1 9)

可以得到

、
。

、
(、

,

; )一幼急淤坏
一

霖流{熟粼比

于是有

(几一 几
。

)占== a又若
“
+ b又搭

“+ ⋯

+ 石处{,l件
)势又二垦户梦少份:

。 ‘石
‘

乙1 1 灭u z , u 一少十口 l乙 一z 气u ‘

(“1 , u

, , “,

)

于是

(2
.

20 )

公式(2
.

2 0) 就是在石比较小的情况下
,
几和 占

,

石之间的近似关系式
.

将公式(2
.

2 0) 对君进行导微
,

且当d 刀雌= O时几= 编和 雪= 如
,

(久。一元
e

) = Z a之
。

占. + 3 b之
c

占二 (2
.

2 1 a )

由(2
.

2 0 )
,

(2
.

2 1 a )式就可以确定载荷参数的极值编
,

它与缺陷参数 歹以及初始后屈曲系数

a和b有关
.

在特殊情况
a = O时

,

由(2
.

2 1a) 式得

氛一(
元芯汾 )

“ “

(2
.

2 1 b )

代入 (2
.

2 0) 式
,

并略去高阶微量
,

有

1 一
几。 一 3

(乎)
’‘3

〔;
, 、、、:

〕
:

、,
(

称咒
、;

、、、:
) ,

、)〕
一

}
2‘“

‘2
·

2 2 ,

可见
,

当a = 0 ,

b< o时
,

由上式得出瓜< 几
。 .

也就是说
,

由于缺陷的存在致使结构的屈曲强

度降低
,

所以结构是缺陷敏感的
.

而且当 b 的绝对值愈大时
,

屈曲强度降低愈多
,

因此 b 值

的大小反映了结构对缺陷敏感的程度
.

上面推导了考虑非线性前屈曲状态的 K oi te r 一般理论
.

如假定结构的前屈曲状态为线

性
,

亦即

CC残又
一一

“
匡�O入�

.

滩

一一
a 乞二

,

L : : (u 。。 , “, ) = 0

那么
,

后屈曲系数
“ 和 b的表达式 (2

.

1 3)
,

(2
.

15)
,

(2
.

1 6) 以及 几和 舀
,

石之间的近似关系式

( 2
.

2 0) 完全回复到文献【7 〕中的结果
.

三
、

环肋加劲圆往壳的基本方程

用上面推导的 K oi t er 理论分析在静水压力p 作用下的环肋加劲圆柱薄壳
.

设壳长为L,

半径为 R
,

壳厚为t
,

环肋截面积A
,

惯性矩 I
,

偏心距
。 (环肋中性轴到壳中面的距离

,

环肋
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位于壳外面时定为正)
,

环肋间距为d
,

如图 1 所示
.

假定环肋刚度均匀分布在壳面上
,

肋只承受其自身轴线方向的拉伸与弯曲
,

它的弯曲率

与壳相同
,

且法向应 变在肋和壳上作线性分布
.

肋的侧向弯曲及扭转略去不计
.

一

((((((((( }}}

)
,,

!
,,

岁岁岁
尸尸尸{{{{{{{

洲洲洲洲洲洲洲洲

产 曰吐皿廷
二
。

下 一再不
叫

i

卜一一
L一一

一一川
图 1 环肋加劲圆柱壳

习占
M

二 ,

M
,

』_
M

二

图 2

.

- - 了
:

Q
二

回柱壳的内力和位移

设加劲壳的内力为N
: ,

N
, ,

N
: , ,

Q
二 ,

Q
, ,

M
: ,

M
, ,

M
: , ; 其中仅 与壳有关的量加注

足标
: ,

与环肋有关的量加注足标
: .

壳中面应变为
: 二 , 。, ,

协
; ;
弯曲应变为

、 : , H , ,

心, ,

环

肋中性轴处的轴向应变为
。 , ,

轴向应力为a , ,

弯曲应变为
、, ,

壳的中面挠度为。
。

根据假定
,

环肋弯曲应变和壳相同
,

即 H ,

= 一护。/a 犷
,

并 认为法向应变在环肋和 壳上

作线性分布
,

因此环肋中性轴处的应变为
。 ,

= 。,
一叼细 / 口犷

,

且环肋的轴力 为 再A
,

它对壳

中面处的弯矩是 (一 E l少。/ 口犷十氏月e)
.

由于假设肋的作用均匀分布在壳面
一

上
,

故有

a
,

A
J V , , 二二 二 一

.

, , Z怜
” , 二二二

一
a

E ld
“。/ d , “

d

a ,

A e

d

综合壳中内力
,

加劲壳的内力和应变关系为
、

l
、�

了!!!!少
M

一
D

(

城一袱

a Z田

口% 2

口名阴

口夕2

物一犷a口a Z叨

口夕2

口2田

口x 么
、_ E1
, d

a ,

A e

d
( 3

.

1 )

梦V+十

M
: , 二 一 ( i 一 v )D

口2田

口劣日夕

口

一
月

草
、,

(刀
,
一vN

:

一 : 加 a Z山

口y Z
( 3

.

2 )

式中E 为杨氏模量
, ,
为泊桑比

,
弯曲刚度D = E t3 / 1 2 ( 1一

, “)
.

限于篇幅
,

环肋加劲圆柱薄壳的基本方程的推导
,

这里不再赘述
,

推导过程和非线性圆

柱薄壳相同
。

仅将结果列之于下
.

引入应力函数

a么F

口夕: N , =
口ZF

口x
名 N

二 ,
“ 一

口ZF

口工口夕
( 3

.

3 )
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并记
月

a = 万矛不不
,

一
,

一 E l 。 二
。

刀
’

= LI 十
- 一j 一 + 乙了叹仑

“

“

又引入线性微分算子

: 1 一。

聂
十 2“ a 4

口x Zag Z

+ D
/

纂
L l = 一 e a

a 4

ax
Za夕2

口4
。

一 ,

+
口戈

弓

+ , 召a

口4
_

1
布 诬 十 n
O y

一

八

口2

d 劣 2

L ,
1 一 a

E t

2 (l + v a )

E t

口4

。x Z口夕2

(l一 , Za )

E t

口‘

口9 4

于是
,

环肋加劲圆柱薄壳的基本方程为

L l (切) + L x (F ) =
口Z
F

口劣2

口2田

口x 么 一 2
a么F

口x 口夕

口2 田
一

、二‘万二丁一P
u 汤。 g

{
(3

.

4 )

勺g口口
,�‘�夕口

一

口

乙: ‘“’一乙! ( ? , 一

(众 )
’
一

穿穿
即适用于偏心环肋加劲圆柱壳的广义V on K ar m an

一 D on ell 型基本微分方程式
.

四
、

摄 动
、

解 法

将载荷P
、

挠度。和应力函数F 展开成摄动级数的形式

( 4
.

1 )

�

!
、lr落1.J

十
、件,l么2功FZrt、、.,/

一

会
一 1 +

心)
十“

肖
+ ⋯

{二}
一

{;00}
·

(争){孰}
·

(拿
其中P

。

为临界载荷
, 切 。,

考虑简支边界条件
,

切 = O
,

F
。

是前屈曲解
, 叨 1 ,

F
l

是临界屈曲解
,

d为功
:的波幅值

.

当劣二 O
,

L时有

( 4
.

2 )

日ZF

口夕么
= N 譬

,

M一。
( 4

.

3 )

式中
v
为薄壳的环向位移

.

刁Z
F

口劣 2

从上式
v = 叨 = O 可知壳体边界中面环向应变

e , = O
,

即

口 ,

A
一 V

口2功

口y Z

再利 用 ( 3
.

2 ) ,

( 3
.

3) 式和 ( 3
.

1) 式
,

可以将边界条件 (4
.

2 )
,

(4
.

3) 式写成 当x = o
,

L时有

( 4
.

4 )PR
2p

一一一
八U

一一
.叽

�

扩护
口

切。
=

。坦二 = 一夕尽
口夕

‘

2

0 2 F

口% 2

以及 切, =
口名田 ,

口x 么

口Z
F ,

口x Z

口么F

口夕2 = 0 (j“ l
,

2
,

3
, , 二 ( 4

.

5 )

1
.

前屈曲状态

壳体在前屈曲状态
,

其挠度 田 。

和应力函数F
。必须满足 ( 3

.

4) 式
.

由于结构和载荷均为轴

对称
,

故前屈曲变形和应力是轴对称的
.

可以设
)
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功 。

二切
。

(二
,

, )
,

尸
。

== 一

毕
。2 + 了

。

(二
,

, )

任
(4

.

6 )

将上式代入 (3
.

4) 式
,

得到前屈曲方程

(4
.

7 )

、

!1
.

了Z ..se
、.户,曰

一
V

了.、P2

一一山D
d

4田 。

d % 4

PR
十 。

乙

少嘶
d x

Z

d
Z

f
。

_

d x “
一

E t

R (i 一 a ) 田。

临界屈曲解

为了研究结构在临界点邻近的后屈曲性能
,

将户依临界载荷邻近展开成泰勒级数
、

F
o 夕

、

!
丫lee少

切 。
= 阴

。。
+ (P一 P

。

)势!

势}

口2功

F
。
二F

。。
+ (P一 P

。

)
1

,
_

十
一

。 叹P 一P c)
-

六_ 六 ‘
尸—尸‘

aP
“

日Z

F
口P Z

(P一p
。

)
乙

二 !
, 一 ,

。

十

}
, 一 ,

‘

+

(4
.

8 )

式中 , 一 p
。
一aP

。

(t)
十、(子)z+..

·

把摄动展开式 (4
.

1 )和 (4
.

8) 代入基本方程式 (3
.

4 )
,

然后 比较(d /t )的一次项系数
,

得到

关于临界屈曲解的微分方程组

1
.
.、
‘了....,

0一一
: : 、。

:
)十 : : (F

,

卜(黛 )
。

穿
一

飘 会
一

)
。
十

丫
: , 。尸

,
, 一、, (。

,
)、

(
一

会
。

)
。

穿
1
一。

a Z田-

口义么

(4
.

9 )

我们以足标
c 表示临界状态值

。

设临界屈曲波形。
,

和应力函数F
l

为

。 ,
= 川

, ,
(二 ) e o s (n 夕/ R )

,

F
,
= f

,
(x ) e o s (。, / R )

代入 (4
.

9 ) 式得
、....l.es‘...eses‘ee
z甩络....eses..es..es.

功

D
d 4川 , ,

P
。
R

dx

一 2”

(另
d
名w : ,

d戈
“

+ “
‘

(另
一

)
‘田 , ,叮尸,tL

+

+

lea (另)
“ 十

吴〕
d

Z

f
; · -

一一 , ,

个 F 匕以
a X

~ (刹
‘

,
, 十

以 )
“

(金)
。

+

(另)
“

(金 )
。

‘
1
一 0

(4
.

10 )
1一 口

E t

少f
,

d 劣
‘

2 (1 + : a ) 了 n \
Z
d丫

,

一 君 t 气R 少 d x “ 十

(1一 v : a )

E t (妇“
1

「 了 ” 、2 1

一L
““气R ) 十 尸

名功 1 1

l d
‘

功 ‘

」 d 劣
:

了 ” \4

一 , a “ 气
一

魂 ) 功 ‘,

田
U

、吮,广丫了d
Z功。

尸 火 。了‘
乙

--nR
了
了..、

一
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由此
,

可以确定临界载荷 P
。 ,

并求出后屈曲系数
a .

由于本问题具有和特征位移方向无

关的对称性质
,

故可预期到
a = 0

.

3
.

关于二 : 和F
Z

把 (4
.

1 ) 和 (4
.

8) 式代入基本微分方程 (3
.

4) 式后
,

比较 (d /t ) 二次项的系数
,

得到关于

, :

和F : 的微分方程组
.

并设

切2

一
2 , (x ) + ? 2 2

一望
,

F
:
一2

2 1

(X ) + ,
2 : 。。S

璧
“

得到两组常微分方程组 (已用了a 二 O这一结论 )

nR
才了.、

唱.一今自

一一一

.

矛
.

义子d1R
+

d
4阴 : 1

d 戈
瑞

P
c

R
--t-- 一蕊

一

乙

d
Z叨 : l

d 劣
么

(烹; ?
, , + 2

禁
一

忽
‘一 + ‘

! d
Z口 1 1

d 戈
(4

.

1 1 )

1 一 a

E t

d
4

j
Z l l

d x4 一 R

d
Z叨 : x

d x
Z ;(万)

2

〔(瓮
1

)
2
+ 功

1 ;

。

努、尸岁
一 2D (

一

粉
“

}邻
2
+

〔D, (育)’
+

(黛 )
。

(育)
2

」
? 2 : +

[一(育)
2 +

吴」落二;
2

+

〔一 (育)
‘
+

(髻掌)
。

(育)
2

〕,
么么

一 ;(厂(黛
? 工,

一 2

长份
+ ,

1

豁
1

)
1

子 分
一 2 ‘

宙伙 1n)
“

货
+

哥
“

(ln) 认
2 ’

一

〔一(育)
2 +

异」落拿
2
一

〔一 (育)
‘
+

(令)
。

(育)
2

〕
W 2 2

一

;(汀「豁
1 田 , ,一

(份 )
么

〕

(4
.

1 2 )

至此
,

已能求出初始后屈曲系数叮必
.

如
_ _

匕所述
,

由于结构具有对称性
,

故
a 二 o 而 6值

可由 (2
.

16 )式求得
.

在本问题中
,

它的有关项分别为
、

l
、‘l11eses...es尸口Z

F

口夕2

口ZF

口夕2

口Z
F

口% 2 ⋯
J Z
一

l
-

口Z
F

0 % 2

口么F 于二’

口夕2

口之F 于泛’

0 戈 2

口Z
F

,

d 戈口夕

口Z
F

:

a%口刀

M
: 2

M
, 2

口3
F ‘吞’

口劣口夕

0

一

尹

!
l

⋯
几

一一b

、

I
J

⋯
/

M
: , 2

、......l.esl
、

⋯
/

1l

l!萝公犷名
厂了才7才

.

月仆
几

拜
.

八
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”y

夕h日
卜月

.

a
,

‘口(

十

夕刀戈口示a

L Z(u
;

) == L
; ,

(u
l , u :

) =

口口x 口切 :

a劣 口x

日田 1 日山 ,

0

0

0

口山-

口戈

己功 J二
)

a劣

L : : (u
。。 , “; ) 二

g以0caF

日山1

口劣

a田 -

口g

口田0(老
’

口夕
十
口田 , 口切公孟

口X

八U0CU

⋯
又............火

式中

将以上诸式代入 (2
.

d 切。

1
切 。; =

一

即 }
。一p

·

_ 口F
。

aP

1 6 )式
,

即得

b = b
l

/ b
Z

(4
.

1 3 )

其中

b
l
= 一 又

一

{
2

{{l
口

2

尸
a y 么

日功
x

a切
:

a劣 口劣
+

口艺F

口劣 3

a切 l 口山 :

a夕 日y

(瓮 势
十 口叨 : 日山1

口X 日夕

.
1夕石

L

口aj门
�

+

{!l霭霎
屯

(嘿
!

)
2 +

髻二
2

(瓮
1

)
‘

一 2
口么F Z

口x 口g

口田 r

a劣 瓷〕“呵 ( 4
.

1 4 )

f f「 口忿

。, = JJL
F J老
口9 2

’

(aa:l)
2
十 尹F J二

口x Z

一 2
口ZF 矛咨

’ a田, 口。 ,

口工口y

口2F
I

口x 之

〕
d% d 。+ 2

{{l
口ZF

z

口夕z

口山渗吞
d x

以0c口田

即

a z
F

-

口x 口夕 (
a山矛悉
口X

+

夕|口
”夕

h口口(

义|
�口.

。

(o夕川。a
十
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五
、

实 例
一

计 算

以外肋加劲圆柱壳在静水压力作用下的稳定性分析为例
,

讨论肋及其强弱对临界载荷和

壳体后屈曲性能的影响
.

为此选取三组不同的环肋参数

j

d tZ

0

1

Adt00.2

肋肋无弱

孤 强 肋 0
.

5 5 5

计算时
, = 0

.

3.

为计算结果简洁起见
,

对于各变量无量钢化
.

设

E t
、 . 、 ‘

x

功浦 == 俨 功论
,

互二 L

.fD

一一
邵t

一一一切p =
PL

Z
R

汀 Z
D

并 引入无量钢柱壳参数

Z =
L

2

尸t
·

以 1一 , 么

计算步骤
:

从 (4
.

7) 式可求得前屈曲解面
。 ,

f
。 ,

然后利用 (4
.

1 0) 式确定临界载荷 尹
。 ,

即

求方程组的最小本征值问题
.

由于该方程组为变系数微分方程组
,

本文采用伽辽金法 求 解
.

考虑到一般总体失稳波形在轴向总是以一个半波为主 (轴对称失稳除外 )
,

故 面 , : ,

j
:

取

下列函数形式

面 , ,
= g , 5 in 二言

,

了
,
二 a Zs in成

显然上式满足边界条件
.

一般地说
,

!:式并并满足 (4
.

1 0) 式
,

(5
.

1 )

这里用 S
,
(面

, : ,

了
,
)和 S

:
(面

, , ,

了
:
)分别表示方程 (4

.

1 0) 中第一式和第二式中的左边部分
,

运用伽辽金法可得

}
o
“

!
‘面

1 1 ,

了
1
’s‘n 戒。9

1
“占一”

}
!;
、: (·

, , ,

,
:
) 5 1·、。一、; 一 。

{
(5

.

2 )

为使面
: , ,

j有非零解
,

方程式 (5
.

2) 中 夕 ;

和 从的系数行列式必须为零
,

由此可 以确定临界载

荷尹
。 ,

并进而求出面 、、

和了
: .

对于 (4
.

1 1 )和 (4
.

1 2) 式的计算
,

我们用差分法求解
,

得到 面 2 1 ,

了
2 ,

与面
2 , ,

了
2 2 .

最后
,

从 (4
.

1 3 )
,

(4
.

1 4 )式籍数值积分算出b
.

用上述三组不同的环肋参数算得的 乡
。

绘于图 3
.

图中虚线表示经典性解
,

实线为考虑了

非线性前屈曲状态后得来的临界载荷
。

从图中可见
,

对于无肋和弱肋加劲的圆柱壳
,

当柱壳

较短时
,

实线和虚线相差较大
.

也就是说
,

由于考虑了边界条件
,

使临界载荷值大为降低
,

从而更接近于实验结果
.

随着Z 的增大至某一定值之后
,

屈曲就不再是轴对称了
.

设从轴对

称失稳向非轴对称失稳过渡时的 Z 为 Z
,

可以发现
,

用边界条件一致的非线性前屈曲理论求

得的名要大于经典线性理论的相应结果
.

这 足因为边界条件限制使周向应力分量起作用的实

际长度减少的缘故
.

如肋 班这种环肋加劲壳
,

价川线性理论计算 Z 二 4 00 时 就已发生非轴对

称屈曲
,

而用前屈曲非线性理论
,

Z约等于 5 00
.
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图 4 是表征缺陷敏感户的 系数 尸 丁Z的关 系曲线
.

可 以看出
,

助条强心
一

越火
,

缺 陷敏感度

越低
.

由 (4
.

14 ) 式 显 见
,

强肋加劲壳 皿在发生轴对称失稳时 b
‘

}亘为零
.

此时缺陷敏感度将

由 (4
.

1) 式中 (占/ f) 的 更高次项系数来反映
.

当Z
一) 50 0 时

,

柱壳 班非轴对
,

称失稳
,

算出的 b

值几近于零
.

5 0 0

1 0 0

强肋壳

I 弱肋贪

一 O

1无 息{J古

/

1 0

(二匕_
_ _ _

一口
[ 0

l心6 ! 0 D0
, 。
6爪

,

10 日 1 {J 沪 1 0 0 C0

乙趁 一一爪2 = 。 丫 1 一 F ‘

咨、呀

二二 止‘、 气 二六了 刀t

图石
.

歹~ Z 关系曲线 图4
.

b~ Z 关系曲线

论仕泪一卜
、一

/

上面讨论了外部用环肋加劲的圆柱壳在静水压力作用下的屈曲问题
.

如前屈曲状态采川

与边界条件相符的非线性有矩方程
,

求得的临界载荷值将低于经典线性解
,

更接近于实验结

果
。

柱壳用环肋加劲后
,

不但临界载荷值显著提高
,

同‘以
一

也降低了缺陷敏感峥
.

因此
,

对于

承受静水压力的圆柱壳
,

’

外部川环肋加劲能有效地增强壳体抵抗失稳的能力
.
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9 6 2 何 福 保 郁 芝 蒙

T he . n itia l P o st
一
B u e klin g B e ha vio r o f R in g Stiffe n e d

She lls u n d e r Hyd ro sta tie P re ssu re

H e F u 一

b a o

(S h邵g ho i U n ‘“e r s‘to o f T e c人n o lo 夕。
,

S h a n 夕ha‘)

Y u Z h i
一

m e n g

(L玄s人: ‘玄S c畜e ”。e a ”J T e e 儿”玄Q”e B “ , 。a “ ,

Z h ej东a”夕)

A七st r a c t

In th is a rt ie le t h e i n it ia l P o s t 一b u e k lin g b e h a v io r o f r in g s t iffe n e d e ylin d r ie a l s h e lls

u n d e r hy d r o s t a t ie p r e s su r e 15 a n a lv z e d b y K o it e r
’ 5 th e o r y

.

T h e n o n lin e a r b e n d i n g

e q u a t io n s e o n s is t e n t w it h b o u n d a r y e o n d i tio n s h a v乞 b e e n u se d i n P r e b u e k lin g s ta t e
.

T h e e ig e n v a lu e Pr o b le m 15 s o lv e d b y G a le r k in
’5 m e th o d

.

T h e o b t a i n e d b u e k li n g lo a d s

a r e e o m p a re d w ith th e re s u lts w h ie h a r e b a s e d o n e la : s ie a l s ta b ility th e o r y
.

A s e a l
-

e u la t in g e x a m p le s
,

th r e e typ ie a l o u t s id e 一s t iffe n e d c ylin d e r s w ith d iffe r e n t r in g s tif
-

fe n e r p a r a m e t e r s a r e e ho s e n
.

T h e x e su lts s h o w th a t th e st r e n g th o f s tiffe n e r n o t o n ly

in flu e n e es b u e klin g lo a d o b v io u s ly
,

b住t a ls o eh a n g e s the im p e rfe e t io n 一s e n sitiv ity o f

e 了lin d r ie a l s h e lls
.

今


