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摘 要

叶开沉教授创造了阶梯折算法
「’1

.

利用这个方法求解非均匀弹性力学问题
,

所得到的 解可以

用解析式表达
,

并具有计算 歌小
、

精度高的优点
.

本文通过数学上的推导
,

给出了阶梯折算 法 的

收敛条件
,

并证明了 当收敛条件满足时
,

所得到的解可一致收敛于精确解
.

文中还给出了 阶 梯折

算法的一般格式及误差估计
.

由于采用矩阵形式表达
,

.

避免了以往冗长的数学表达式
,

使得 解 的

形式非常简洁
.

文未给出算例
,

算例表明运用本文的理论
,

可以得到阶梯折算法的正确模式
.

引 言

在工程中许多实际问题都可归结为求解非均匀弹性力学问题
.

阶梯折算法
〔”是求解非均

匀弹性力学的一个有力工具
‘““ “’,

它可以把问题的解用解析的形式给出
.

并可对其中的参 数

直接求导
,

这给优化提供 了方便
‘

阶梯折算法的特点是把一个非均匀物体离散为若干个单元
,

把每一个单元看 作 是 均 匀

的
,

再利用内力和位移连续条件得到一个解析表达式
.

这是从物理的角度考虑 的
.

本文则通

过数学 上的推导
,

直接给出阶梯折算法 的收敛 条件
,

并证明了当收敛条件满足时
,

所得到 的

位移和内力一致收敛于精确解
.

文中还给出了阶梯折算法的一般格式
.

在保证解析解的情 况下
,

采用矩阵形式表达
,

避

免了以往冗长的数学表达 式
,

使得解的形式非常简洁
,

易于编程
,

同时使优化求 导 非 常 方

便
。

文末给出算例
,

算例表明了本文理论的正确性
.

二
、

阶梯折算法的收敛条件及其证明

对于非均匀弹性力学的一些问题
,

如非均匀梁和圆柱壳的静力问题可归结为在区间 〔o
,

13 上求解一 维变系数散度型微分方程
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乙

负 二
一

砂 二 矛

所以

2 (b一 a ) 睡
c Z
=

一

汀

(p
,
A无) m 。、

{ju 一云1l
w 全

, )
·

1!云}}二货
‘,

》 井 〔(: 一 酌
‘“ ,
」
“

叙
�
‘.
‘,J

>
l笋/ (急嘟

”

)].l, 一、

最后得误差公式

七

}u 一。!一二奋。
, = [ ( p

‘
△, ) 。

。二

z笋〕
·

艺
份 一 0

上式即是用阶梯折算法求解方程 (2
.

1) 和 ( 2
.

2、

/ l 、
么” . : _ :

灭二 ) }}““评 步
“, ( 3

.

5 )

的误差估计
.

四
、

阶梯折算法的一般格式

用阶梯祈算法求解变系数方程 (2
.

1 )
,

把区间〔0
,

门分成 N 段
,

设第 ‘段 区间为〔二
‘一 , ,

二‘)
,

我们便把问题转化为在这个区间 〔
二‘一 , ,

二 ,
)

_
_

匕求解方程 (2
.

3 )
,

并需满足单元交接处的

连续条件 (2
.

1 1 )
,

(2
.

1 2 ) 和给定的边界条件
。

首先我们不难得到常系数常微分方程 (2
.

3)

的精确解

公(劝 二 乙 C‘。
八
。

(.v ) + Q
、

(劝 正阮
一 l ,

二 ( 4
.

1 )

理汽以川塑沁刁

式中了
‘。 (劝是 (2

.

3) 的齐次解
,

Q
‘

( x) 是 (2
.

3) 的特解
,

C ‘。 是待定常数
.

我们定义矢量

{舀(二 )卜 {。( 。, (二) 。“ , (二)
,

⋯ : ‘卜 ” ( % ) 户
,

(二) 户
: ( 二) : 二 户

。 (二) } , ( 4
.

2 )

这里 户叔脚二 l
,

⋯
,

的 由 (2
.

16) 式确定
.

把 (4
.

1) 代入 ( 4
.

2) 得

{占(戈) }二 [G , (劣) 〕{C ‘} + {P , ( x ) } 戈〔〔劣‘
一 : ,

二‘) ( 4
.

3 )

式中〔G
‘(劝 」是 2 态x Z左函数矩阵

,

{C
:
}是 Zk 火 1 待定系数向量

,

{尸
‘

(劝 } 是特解 {Q : (劝 }生

成的向量
.

令
二 = 0 得

道d ( 0 ) } = LG : ( 0 ) 二{C , }十凌P
;
( 0 ) 圣
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从而得待定系数王C
,

}

{C
,

}二〔G
、
(0 )」

一 ’
({占(0 )}一 {P

,
(0 ) })

在第 i个单元〔x
‘一 : ,

二‘) 处
,

我们可设初参数解为

{占(戈)} == [G ‘(戈一 戈‘_ : )] 〔G ‘(o)〕
一 ’

({占(o) }一P ‘(劣
‘_ , )}) + {P‘(二)}

1 1 2 3

(4
.

4 )

+ 兄 {二一二
。 }

’

〔G ‘(、一、、一 , ) ] 〔G ‘(o )〕
一 ‘{刁。} 二〔〔二‘

一 : ,
二‘) (4

.

5 )

式中

{过、 }二{A 。 , ,
A 。 , : ⋯ A , , : * },

‘“一际‘
’

一

代 忿之

(4
.

6 )

(4
.

7 )

刁二 , 。 (‘= 1
,

2
,

⋯
,

2k )为满足单元在阶梯交接处连续所设的待定系数
,

{、一 二。 }
’

为H e a vi side

函数
。

不难验证 (4
.

5) 是满足 (2
.

3) 和初始边界条件 {叔 0) }的
.

把 (4
.

5) 代入单元 阶梯交

接处的连续条件

lim {d (劣 : _ L

一 e) }二{占(%卜 : ) } (4
.

8 )

从而得待定常数矢量

{且‘一 ,

}= (〔G ‘一 ,

(劣‘
一 1
一劣‘一 : )〕[G ‘一 , (0 ) ]

一 ‘一 [I〕){占(0 ) }

一 [G ‘一 : (戈‘
一 : 一戈‘一 2

)〕〔G ‘_ ,

(0 )〕
一 ’

{P ‘一 1

(戈‘
一 :

) } + {P ‘一 : (戈‘
一 :

) }

+ 乙 {二一踢 }
’

(〔G
‘一 :

(二 ‘一 ,
一 x ‘一 :

)」〔G ‘一 ,

(o)〕
一 ’
一 [I〕)

·

{A 。 } (4
.

9 )

(4
.

5 )和 (4
.

9) 式即是阶梯折算法求解非均匀弹性力学的一般格式
,

由这两式可得到

{占(l)}二 〔K 〕笼d (0 )} + {K , } (4
.

1 0 )

代入始端 二二 o 和终端 二二 l边界条件
,

由 (4
.

1 0 ) 可求出 {占(o )}
,

再将 {占(O)} 代入 (4
.

5 )

式
,

即可求出在区间【0
,

l] 任一点的位移和广义力{J(劝 }
.

五
、

算 例

算例 1 求 解微分方程

0 二〔〔1
,

2〕 (5
.

1 )

利用阶梯折算法
,

由方程 (2
.

3) 可得到常微分方程

d
Z勿

d 劣
“

式中 勇‘二 (二
‘一 工+ 二 ‘)邝

.

由方程

1 _

.

叨
二二 0 男〔〔, ‘一 , , 二‘) (5

.

2 )

(2
.

1 2 ) 和 (2
.

1 2 ) 可得连续条件

1im 匆〔
二‘_ ; 一 e )二勿 (x ‘

一 1
)

,
1; m

业
二漏 d x

(戈‘
一 :
一 e ) 二 (戈 , 一 :

) (5
.

3 )

我们利用 (4
.

5) 和 (4
.

9) 求解这一问题
,

式中的



1 1 2 4 纪 振 义

「 e o s

尸 了
.

、 , 、 , .

L。 ‘、‘一 “
一” 」一

}
一 于

~ 劣‘

义一劣‘
_ 1

劣‘

孚‘ s ln
多一工‘

一 l

公‘

(5
.

4 )
sin 书二午

‘一 ,

劣了
C O S -

X 一 X ‘一 l

劣万
{

了、

tJ{。(二)}一

{
。 (, ) d 勿 (x)

d x
(5

.

5 )

注意

仁G
‘

(0 ) 3
一 ‘

= 〔I〕
,

及由于 x 。
二 1 ,

因而需要把 (4
.

5) 和 (4
.

9)

笼P
‘
(% )}二玉0 }

中功(0 )卜改为{d (1 )}
,

从而可得

、..,t
户
厂,月..少

‘~ 1

{j(二) }= 〔“ (二一 x , 一 :
)〕{占( 1) } + E {二一 二。 }

’

〔G ‘(二
。
一 、‘一 ,

)〕{A 。 }

(5
.

6)
‘一 2

笼A ‘一 : } = ([ G ‘一 工

(二‘
一 : 一 , ‘一 :

)〕一〔I〕) (灌d (i )} + 云 {x 一二 . }
。

{A 。
})

仍 . 1

可以看出当 二 = 二。二 l 时
,

(5
.

6) 满足初参数
、

解拍(1) }
.

我们选择初参数

{占(l) }= {0 刚 3 / 2 } (5
.

7 )

这时 (5
.

1) 有精确解

·“5 1·

(穿
‘一)

;
5 1·

(愧
3 ,一)

+

几
3 。。S

(愧
‘ ,二)〕 (5

.

8 )
工2

一
戈工一

一一阴X山dd

我们用公式

较
,

列于表

表 1

(5
.

6) 计算了在区间【1
,

2〕上的 功 和 d 功/ d
二 ,

并与精确 解 切 和 d叨 / d
二
作了 比

1
.

这里分了 5 等分
,

计算结果是满意的
.

zv 和d w / d x计算结果

0
.

1 7 2 3 0
.

3 4 0 0 0
.

5 0 1 0 0
.

65 4 1 0
.

7 99 1

0
.

8 5 18 0
.

8 2 2 1 0
.

7 8 4 7 0
.

74 4 7 0
·

7 0 4 4

汤如dx本文解

d 田

d x

0
.

17 2 2

0
.

8 5 2 5

0
.

3 3 9 9 0 5 0 0 8 0
.

6 5 3 8 0
.

了马8马

0
.

8 2 2 5 0
.

7 8 5 2 0
.

7 4 5 3 D
.

7 0 5 0

精确解

利用 (2
.

2 2 )
,

(5
.

1 ) 和 (5
.

2 ) 可得fIJ

�叨妙d
Z切

d % “

d Z必

d劣2 二 一 hm
N we 卜

为

‘

l ( 5
.

9 )
2护

十
d 3田

d % 3

二 lim
N ~ 卜 C天)

二 lim
万

J

) 。二

d 3幼

d x 3

d
Z功

d % 名

, ,

「 l d 山
= 11 m l 一 一

, -
一了

-

万 , 为 L 义 一 a X

盯护
2

-

-.‘

2‘2一Z况一劣一戈
一

现把用 ( 5

由表 2

.

9) 式求得的 少切 / d x “

和 da 。/办
合

与精确解比较结果列于表2
.

可见
,

阶梯析算法求解高阶导数的结果也是满意的
.
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d Z二 / d解 和 少。 / d妙 的计算结果

1 1 2 吕

表 2

~
叫 叮曰. . 硬, . 州. 口. . , 呵

一
, 月

一
”

一
~ ,

一
. ‘ , , , 、, , , , , . . . 月, , ~

, . , 口户, . 如 . , . . . , 召 , . 侧. ,

一
-

. . . 尸 , 己 1 . , . . ‘ . . ” .
气
叫 , , 一,

一
,月俩. , r ~ r , , ~ ”尸护

,尸 ~ , , 一 , , 户
, . 尸一 ~

, 匆, , , , ‘ . ~ ~ 尸

一一
、

一⋯
’

.

乞 一 ‘.6

一 0
.

1 73 5 } 一0
.

1 9 5 7 一 0
,

2 0 1 9 一 0
‘

1分98

一 0
.

3 9 2 1

一 0
,

1 1那

一 0
.

17 16 一0
.

0B18 9 一 5
.

6 3 2E 一 3 0
.

0 2 36 8

解本文

一 0
.

17 3 4 { 一 0
.

19 5 6 一 0
.

2 0 18 一 0
。

1匀马7

一 0
.

3 9 27 { 一 0
.

17 10
‘

一 0
.

0 6 21 8 一 5
.

8 20E 一 3 0
.

02 3 4 8

架一豁而

精确解

「

d % 3

算例 2

l

d
2

d x “

非均匀大挠度轴对称变形的圆柱壳的平衡方程为

[
D (二) d

Z叨 (工)

d % 2 〕
一 N d

Z田 (x )
.

E (x )h(劣)
d扩一 十

一

r汉劣)

功 (二, 一。(·卜二{套}
N

·

(5
.

10 )

式中
,

D (x) 为弯曲刚度 ; 切 (劝为挠度 , N
:

为轴向力 ; E (x) 为弹性模量 , v( 劝 为泊松比 ,

h(劝为壳的厚度
;
r( 劝为壳的半径

.

把柱壳分成N 个壳元
,

其对应的常微分方程由 (2
.

3) 得

会
+

会六切 之二
诬(劣 )

D ,
戈〔〔戈 : 一 , , x ‘) (5

.

1 1 )
刀D

一
功一护J一d

可以推出

‘

、了自勺,几

.

比.、了

、.‘.、‘...J

其中互(x) = q (劝 一 N
: , (男)/r (劝

.

其单元交接处的连续条件由 (2
.

12 )

lim 功(戈卜 : 一。) = 阴(% ‘一 ; )
,

lim 功,

(劣‘
一 : 一。)= 田,

(义卜 : )

lim D ‘一 :切 “

(戈卜
;
一。) = D ‘切 “

(戈‘
一 ,

)
B 一 》 O

lim [D ‘一 :功
r “

(x
‘一 ;
一。)一N

: 叨 ‘

(戈‘
一 ,
一。)」二D ‘切川(况‘

_ , )一N
:

切 , (劣一
:

)

注意N
二

是常量且 。 ‘

(劝是连续的
,

因此 (5
.

1 2) 中的第三式等价于

1im D ‘_ :。 “ ‘
(二

‘一 ;
一 。)二D

‘切,i’
,

(x ‘
一 ,

)

从而 (4
.

5 ) 式中的

{“(二)}一

{
切 (二) d 留(x )

d 劣

一D 。二 ”

‘戈, 一D ‘W , ,

“X ,
}

r

(5
.

13 )

由此便可保证位移 二 和 犷 一致收敛于精确解
,
弯矩和剪力

贫
.

= 一刀‘田 “

(二)
,

O
:

= 一刀 .。
, , ,

(二) 正C, ‘一 : ,
二‘)

在【O
,

l] 中一致收敛于精确解

(5
.

1 4 )

~
J 、

d
Z切关 。

, 、

d / 。
, 、

d
Z功苦 、 一

,

似
,

吸劣) = 一 LI (劣)一而
: 一 ,

叼
,

‘劣) “一刁牙气口‘
劣少- 刁牙恋

~

) 北Lx ‘一 ‘, x ‘J

(5
.

1 5)

这里
, 。势 表示精确解

.

我们用阶梯折算法计算一个注满水的水池
,

如 图 1 所 示
, , 二9 14

.

4c m
,

氏= 8
.

89c m
,

占。= 3 5
.

5 6 e m
,

l= 7 9 2
.

4 se m
,

材料的弹性模量E == 2
.

l x i o
6
k g /

e m
Z ,

泊松比
v = 0

.

2 5
,

水的

容重 夕二0
.

00 1 k g /
c m

“ ,

计算结果列于表 3 ,

表 3 中还给出了刃 二5
,

10
,

25 和45 与精确解比

较的结果
。

立书救学
:

朱
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表 3

纪 振 义

~
犷

图 1

一
l 润

叫 占,

!
、

注满水的水池

水池的径向挠度功和纵向弯矩M
:

的计算结果

径向挠度 * 火 ID
一 2

(
。m )

N 一“
{N

一扣 N 一25 N 一 ‘5

0
.

2 19 4
}
0

·

生0 3了 0
·

0色6 3 8 D
.

D乞10

; 一

0
.

66肪 } 0
.

6‘; 1 } 0
.

肺。。 } o
,

66 52

o
·

5 T94 ( 0
·

5 6 2 8 { 。
·

5 5 8 4
、
0

·

5 5 7 9

件23 85 {件22 62 0. 22 1了
_

D. 2 2 10

0
.

oT6 o }0
.

0了rs 0
.

06 已‘ 0
.

0 6了分

径向弯矩 万
、

(kg
·
em /

c m )

精确解

0
.

0 6 0 1 4

0
.

8压30

D
.

5 58 3

0
。

器8 0

0
.

06 7 9

0

N 二6 {
N = 10 ! N 二2 5 ; N 二药 { 精确解

3了
.

脸 {

仑18
.

8

一 4 7 7
.

4

。
、

⋯
4 6

·

9峨{

的了
.

6 {

D
一

48
,

12{
{

加落二 {

48
·

叫

舫7
.

6 {

48
.

3 9

90 3
.

3 1

一 6 3 1
.

6 一盯0
.

8
一 6 了6

.

。 } 一6 8 2
.

4

一 2 6 2马 一 2 8 4 0 一 2 9 14

00品DCUc”钊

nUJ吸口盯1及
U

而叨
�

nU�nn J月,劝曰nol丫�浦

二泛~ t..

一二
。。

几
一 ‘

一 吸一
一

里
,
- 一 6 12 2 一 64了0 { 一 65了7

一 2 , 13 } 一 2 , 28

一 6592 1 一66 0 5

由以 上计算结果可以看出
,

用阶梯折算法可收敛于精确解
,

并逼近精确解的 任 意 阶 导

数
,

证明了本文理论的正确性
。

术 文得到导师叶开沉教授热情指
一

导和帮助
,

作者在此谨表谢意
.
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A t th e sa m e t im e ,

it s e ale u la tin g tim e 15 v e r y s h o r t a n d e o n v e r g o n t s p e e d v e r 了 fa s t
.

In this p a p e r ,
the e o n v e r g e n t e o n d it io n a n d u n it e d fo r m u la o f st e p r e d u e t io n m e th o d

a r e g iv e n b y m a th e m a t ie a l m e th o d
.

It 15 p r o v e d th a t th e s o lu t io n o f d is p la e e m e n t a n d

s t r e s s r e s u lta n t s o b ta in e d by this m e tli o d e a n e o n v e r g e to e x a e t s o lu t io n u n ifo r m ly
,

w h e n the e o n v e r g e n t e o n d it io n 15 sa t is fie d
.

B y u n ite d fo rm u la
,

t lle a n a ly亡ie o o lu tio n

e a n b e e x p r e s s e d a s m a t r ix fo r m
, a n d th e re fo re th e fo r m e r e o m p lie a to d e x p r e s s io n ea n

b e a v o id e d
.

T w o n u m e r ie a l e x a m p le s a r e g iv e n a t th e e n d o f th is p a p e r w hie ll in d iea te

t ha t
,

b y th e th e o r y in this p a p c r , a r ig h t m o d e l e a n b e o b ta in e d fo : s te p r o d z, e t io n

m e th o d
.


