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摘 要

本文讨论线性时不变离散系统L y a p u n ov 方程解集的几何性质以及分段线性离散 系 统 的稳定

性
,

得出每个子系统都是稳定的分段线性离散系统渐近稳定的一些充分条件
,

并把这些 结 果应用

于二阶分段线性系统
.

一
、

引 言

对于线性时不变离散系统

劣
。 二 ,

= A 劣
,

(1
.

1 )

众所周知系统 (1
.

1) 渐近稳定的充要条件是
,
二 (A )二夕

,

其中a (A ) 是矩阵A 的谱集
,

夕

是复平面单
.

位同的内部
.

将L y a p u 。。 、第二方法应用于系统 (1
.

1) 的稳定性
,

可 以 得 到下列

定理
仁4 」.

定理 1 系统 (1
.

1) 渐近稳定的充要条件是存在正定二 次型产犷二
,

其中V 满足
:

A
,
厂月 一 犷- 一 W (1

.

2 )

这里研半正冗 目附 二 C
少

C
,

(月
,

C )可测对
.

如果左固定
,

满 显L J
·

a p u n o v 方程 (1
.

2) 的矩阵U 不唯一
,

因此了解 方程 ( 1
.

2) 解集 的一

些整体付质是十分有用的
.

对这些性质的 了解有助于处理许多问题
,

如分段线性系统的稳定

性
,

不确定性系统蛇同时镇定等
.

对于随机差分方程
义 。 + l

= T (义
,

) + e 。 * ,
(1

.

3 )

u》 0
,

了
’

;
R 爪

一) R 拼
,
二

,

〔R “
, e 。 、 1

价;噪声
,

〔二ha 。和 T o n g “J
证明了可 以通 过 L ya p u n o v 函数

将随机差分方程‘1
.

3) 解的遍历 冈和对应确走系统 x
。 、 ,
二 丁(、

,

) 的稳定性联系 起来
.

本文主

要兴趣在于分段线性离散系统的稳定件
.

分段线性离散系统在非线性时间序列分析和建模中

起着重要作川
,

见
‘

r 。 。璧〔6〕
.

而分段线刊
一

系统灼稳定性是十分复杂的问题
,

见C h a n和 T o n g 阳〕
.

W ill
s o nL

7 , ,

c h a n 和 T o n g ‘“ ,

对二阶分段线性系统的稳定性得到了一些结果
,

但他们所讨论的

情形较为简单
.

我们在本文中将讨论更一般的情形
.

本文内容 分 为 三 部分
:

首先给出方程

.
朱照宣推荐

。

国家自然科学基金资助的课题
.
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(1
.

2 )解集的
一 些几何性质

; 宾
、 一

得出分段线件离版下介渐长价宁
’

;
·

些方 介 几件 ; 最后 日

所得到的结果应用于二阶分段线性系统
.

二
、

L ya p u n o v 方程解集的儿何性质

定义 1 若厂称为对摊可判稳定的 系指犷正定且 刀T 厂A 一厂 ~ 一研
,

其 中研 半 正 定且

砂 = C , C使(刃 C) 可观测
.

给定且
,

全部用来可判姓稳定的巧均集合记为V , ,

叫有下面定理
.

定理2 若盆是稳 定的
,

则 V , 是一开凸锥
.

证明 设厂泛V
, ,

由拼 “C , C
,

(月 C )可观测
,

当且仅当(且 雄 )可观测
.

但W
。
“月 , V

o
A

一 犷
。 ,

(且 邵
。
)

一

可观测
,

表明(且 ,
研

。
) 可控或〔A r 厂

。
月 一 犷

。
且 , (

、

尹犷
。

才一犷
。
) ⋯ (

“

崖7 ) ‘
” 一 ‘》

·

(月 ,
玖 滩一 厂

。

)」浦秩
,

显然由满秩泛犷空向的通有性
,

可知存在 犷
。

的 邻 域 。 (厂
。

)使丫犷〔

口(玖)均有 (左, ,

月
,
厂五一 V )可 控

,

再 由 A 稳 定
,

根 据 定 理 I V 犷〔口(犷
。

)
,

厂正定
,

于是

口(厂
。

)已 V
, ,

所以 V , 是开集
。

丫犷
,
〔V

, ,

V 玖〔V
,

易证对任何几
‘

> 。 (f二 1
,

2)
一

壳决
工
厂

,
一

资
一

久
2

牡讨广
; 。

从而V
,

是凸淮
.

设 V
,

为v
,

的子集且
.

有一 (月r 夕万一 厂)为正定矩阵
.

显然了, 也是开凸锥
.

考虑厂〔丫尺
, ,

f“ 1
,

2
.

即有厂正定且

刀 :,P’月
, 一犷 = 一研

‘ f~ 1
,

2 (2
.

1)

其中研
‘

(i = 1
,

2) 正定
.

我们知道下列不等式成立
。

〔几
一

左
:

+ (1 一 几)A
Z

〕, 厂〔几月
:

一

卜(1一 几)左
:

卫

〔几左f厂刀
,
十 (1一幻刃爹犷刀

: O( 之( 1

以 {少巨阵不导式C簇 D 对对称矩阵而言且意味着D 一 G 华正定
.

由(2
.

1) 有

〔又刁
1

+ (1 一幻 A
:

〕r 厂仁走超
工
十 (1一幻且

2

〕

( 几姓圣几4
: 一

卜(1 一幻且二厂月
:
二犷一〔之研

,
·

于(1 一几)讨厂。〕

因 之砰
1 一

卜(1一幻W
么

(0 ( 几《 1) 仍 然 正 定
,

于 是 厂〔丫A ; ,

A * 二久A
,

+ (1 一幻A
: ,

O( 只( 1
。

利用上面的分析
,

我们码

定理 3 设刀正R
” ‘ ”

落= 1
盯‘

,

~
,

,

~ 饥 ,

2
,

⋯
, ,二 .

如 果 门 V 左
,

寺洁
,

则 有 门 V 健 二 门V A ‘

其中 T 是

指标集使
: 〔介育月汇

c o n v 笼
一

越
; ,

⋯
,

一

刁
, ,‘

}
.

三
、

分段线性系统渐近稳定的众些充分条件

考虑A ‘, 日H ‘

‘一 1

= 1
,

2
,

⋯
, 护n 。

= 1
,

2
,

⋯
,

。 ,

其中A ‘
均为稳定矩阵

.

设空间R
”

有一分划 R
”

=

我们定义分段线性离散系统
% 。 十 : ‘A

‘二, , 。
〔卜魂‘时 ‘二 1

,

2
,

⋯
,

二

H ‘今功
,

(3
.

1 )

定理 4 对于分段线性离散系统(3
.

1)
,

如果 n V A ‘
年诱则

、 = o是渐近稳定的
.
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证明 考虑一砰
。二 A 百V A

‘
一厂

,

广义特征值
,

则令召
。
= m in 笼那

‘

}就有
畜

二 1
,

⋯
,

二 ,

其中 犷〔
饥 ~

门 V 刀
、

‘. 1

.

若记那
‘

为 (牙
‘
厂)的最小

一

月丁厂刀
‘一 犷( 一风厂

,

i二 1
,

2
,

⋯
,

阴

由于犷〔V A
: .

易证。< 街《 1
.

而考虑到厂正兀
。

对任何初位 二。对应 叮厂二
。 二

;

厂
* ,

则有

犷。《 (1 一娜
。

)“犷
。

(3
.

2 )

由于o < 召。《 1
,

我们得到 lin ,犷
*
二 o一乡 11, 1 : : : 、二 二

o

专咔 公
‘

, 七,
、

习

定理4表明对于分段线性系统 (3
.

1)
,

如果开凸锥丫」
; ,

i二 l
,

2
,

⋯
,

。的交不空
,

则原 点

是渐近稳定的
,

且具有二 次 L y a p u n o v 函数 尸F戈
,

反之亦然
。

我们知道有许多系 统是稳定

的
,

但并不具有二次形式的I
J

y a p u n o v 函数
,

下面我们设法扩大可作为系统 L y a p : n o v 函数

的函数类
,

即我们想找分段皿次的L y a p t: n o v 函数
.

考虑二阶分段线性系统

戈
, 二 ,

二A (x
。

) (3
.

3 )

其中二。
〔R

Z ,

A ‘“
·

, 一

{
月声

,

月声
,

: ,

〔H
十

= {二 IP, 二) 0 }

二。〔日
一

= {二 }P, 二《 0 }

如果我们能找到二次型犷
; (劝 二尹厂

, 、 ,

犷2 (劝 二尸犷拼
,

这里犷
, ,

犷
2

满足
、

封犷
,
月

,
一厂

:
= 一不

、,

A 百犷
2
A

2
一犷

2
二 一研

:

(3
.

4)

设分界面 H为P, x = O ,

夕是一常向量
,

犷, (劝 二C是一闭曲线
,

它与分界面P与= O交于两

点 ; 设二。是其中一点
,

则我们可以选择适当的常数使 二百厂
2二。= C

,

这时我们有

{二 I犷
:

(二)二 C卜自笼二 }p T 二二 O} = {二 1犷
2

(、) = C } 自{二 }户
, 二二 o } (3

.

5 )

于是建一分段二 次型

犷‘/ , 一

{
% T 犷l%

戈 r 犷
: 戈

%〔卜1
+

%〔H
_

显然厂 (劝 是一连续函数
,

且存在
T t

》介 > 0使
丁 工

产%》犷 (劝》介尹劣

因此如果对任意序列
二 , ,

lim 犷 (二
二

)= 0
,

则有lim 二。
= 0

.

定理5 对于二阶分段线性系统 (3
.

3)
,

二 , 1/
1二/

二, 厂声 > 1 一召
l

二 , 厂
2、/

二, 厂 :二> 1 一户
2

如果能找到犷
, ,

厂
:

满足 (3
.

4)
,

且满足

丫戈斗O

V 劣斗0
} (3

.

6 )

这里
, 拼 ,

“ m in 尸班
, 二

/尸F
一

, 二
,
“:
“ m in 尸附

2

对尸 U
: 、 ,

则二二 0是渐近稳定的
.

丁 D ‘ 0

证明

取

犷‘X , 一

{
% 全厂

l %

戈 , 厂
: %

义〔H
+

x 〔H
_

由(3
.

2 )和 (3
.

6 )
,

则对任何
二〔{二 }夕

: (二) = C } 门卜}
+

有 无二 可(二)〔{川不
/ ,

(、)《C (1 一子;
,

)} 无〔卜
十

劣二
.

汉(, )( {二 !卜
:

(二) < C } 无〔卜l
-



琳�黄一1 1 12

因此对

都有

显然可以求得

x 〔S 二 {x }厂(二) = C}门H
十

犷 ( , ) < C 牙= A (劣)

C ,
二 m a x {二 , 左 f厂

:
A

l x }

C
:

< C

(C 一C
l ) / C “ v l

1异 v l> 0

且令

于是

有
‘

V 戈〔{x }犷
,

( x ) 二C } 门H
,

其中

相仿

有

, 2
有类似

, ,

的定义
.

A :

正{x }犷 (% ) ( ( 1 一吞
、

) C }

秃, = m in ( 拼1 , v ,

) 0 < 秃
,

《 1

V 沈〔{
二

}犷
2 ( , )二 C } 门H

-

刁
2 二〔{x !犷 ( x ) ( ( 1 一寿

2
) C }

k
Z
= m in (拼 : , , 2

)
, 0 < k

Z

( 1

考虑由x0 〔{川 厂 (x) 一 C }出发的序列
二 : ,

根据上述分析
,

有

尹 g

厂 ( : 。

) ( fl ( z一创
‘, ) fl ( 1一侧” )C

其中
,

于是有

p + g = 扮; 1》寿全
‘, > 0 , 1》k夕j , > 0 ; i = 二 1

,

P ; j= 1
, q

lim V ( % ,

) 二 0一乡 lim % 。 = 0

推论 1

证明

对于系统 ( 3
.

3)
,

如果存在V ( V A ,

门V A : ,

那么二” o是渐近稳定的
.

令犷
,
== 犷2二犷

,

显然 ( 3
.

6) 满足
.

所 以推论成立
.

四
、

二阶分段线性系统的渐近稳定性

考虑二阶分段线性系统

王
%

, 十 : = a Lx
。

+ b
l%

。 一 ,
‘

x ,

势。

( 4
.

1 )
%

, + ,
= a Zx ,

+ b
Zx

, _ , 戈 ,

< o

( l
.

D 式可重写为下式
a l

b
,

)
二 ·

、”‘..1、产11.‘

一一
、,户

肠火
了、A

丫

l
尹

(七J
‘

)
一“‘二 ,

( ( 4
.

2 )
X

n 一 1
b

2

)
‘·

< 。

这里我们假设每一子系统是稳定的
,

因此系数 a , ,

a ‘+ b
‘

< 1
,

b
‘
一 a ‘< 1

,

b
‘

> 一 1

6‘ (云二 1
,

2) 必须满足下列限制
:

1
,

2 ( 4
.

3)

根据定理 4
,

女口果自寸
A 、
、功

,

刀。么对于系统 ( 4
.

1 )
,

原点是渐近稳定的
,

下 面 我 们 求万。
, ,

( 4
.

4 )
1 0

b满足 ( 4
.

3 )
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(4
.

5 )

要求犷正定
,

必须有刀> 少
.

利用(4
.

4 )和 (4
.

5 )
,

有

“犷犷“一 F 一

「
Za召+ 叮+ a Z

一 1

(b 一 1 )召+ a b

(“一 ’)“ + “吞 1
b
“
一刀

一

要求上述矩阵负定
,

必须有

Za拼 + 刀+ a Z
一 1 < 0

(1 一 Zb + b
Z
)拜

2 + Z a 月刀+ 刀z
一 Z a b拼+ (a Z

一 b
Z
一 l)刀+ b

Z

< 0

当a ,

b固定
,

(4
.

6) 在伽
,

动平面是一 直线 的一侧 ; (4
.

7) 是一椭圆的内部
,

因为有

A = (Z a )
“
一 4 (1 + b

Z
一 Zb) = 4 (a 一 b + 1 ) (a + b一 l) < 0

容易证 明
_

L述直线和 椭圆是相切的
,

因此对系统 (4
.

1) 我们求得
:

V 」 :
= 笼(召

,

刀) }刀) 料2

} 门{(声, ,

刀) }(1 + b {一 Zb
,
)娜

2

+ 2 a l拼峥+ 刀名
一 Z a l

b
l拼 + (a ; 一 b了一 l) 刀+ b {< 0 }

V 、
2

~ { (拼刃) {叮> 料2

圣门{(环刃) }(1 + b 圣一 2 b
2
)拼

2

+ Za :月冲+ 冷么一 Za Z
b

:月 + (a ; 一 b ; 一 1 )刀+ b ; < 0 }

如果 V A ,

自V A Z
年功

,

那么原点是渐近稳定的
,

且具有二 次L ya p u n o v 函数

(4
.

6 )

(4
.

7 )

「 l 拜 ,

厂(x )二 x

几 1
‘

一 拼 刀 一

这个条件易用计算机辅助画图判断
.

例 1

义
, 十 工
二 0

.

sx
,

一 0
.

6 x
, 一 ‘ %

,

笋 0

戈 、 、 ,
二 0

.

7 x
。

一 0
.

4 % , 一 , % 。

< O

我们用计算机绘出 V A ,

和 V 理
: ,

如图1所示
.

从、。 = 1
.

0
, 二 ,

= 1
.

0出发 的序列 二
。

绘在图 3

上
.

从图 l中可见 V A ,

和 V A Z

确定相交
,

因此原点是渐近稳定的
,

见图3
.

例2

必
, 十 ,

= 1
.

5劣
,

一 0
.

9 工
, 一 , %

。

乒 0

义
, 千 ,

= 一 1
.

5 % ”

一 0
.

9劣。 一 l x
。

< 0

做法同例 1 ,

序列 x 二

的初值
x 。

= 0
.

1
, 二 r

二 0
.

1 ,

图 4中可见二
,

发散
。

图 2 表示V A 、
一

与V A :

不

交
。

二厂
日

夕」; 讨了 ;五
」 J j 、 二 「l :/ I\ 护

口

我们已经给出了线性时不变离散系统L ya p u n o v 方程解集的一些几何性质
,

并把这些结

果应用到分段线性离散系统
,

得到了系统的原点是渐近稳定的一些充分条件
,

必须指出这些

条件只是充分的
,

能否得到充要 的条件呢 ? 另外
,

对于一个子系统是不稳定的或二子系统都

不稳定的情形如何呢 ? 这些问题都 是很有意义的
,

当然也是十分困难的
,

有 待 进 一 步地研

究
。
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