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摘 要

本文以正交异性板理论为基础
,

提出了一种波纹圆板非线性弯曲的 C h e bys h e v
级数解法

,

推

导出具有中心平台的波纹圆板在任意轴对称载荷作用下的弹性特征方程
.

文 中 计算了 几个典型的

特例
,

数值结果表明
,

本文的方法对目前常用的方法有 一定的改进和推广
.

一
、

引 言

波纹圆板是精密仪器仪表中的一种灵敏弹性元件
,

被广泛地应用于测量仪表中
.

因此
,

研究这种板的非线性弯曲问题十分重要
.

中e 。及oc
o B “ ’和 陈林山

‘2 ’
从壳体大挠度方程出发

,

研究 了浅正弦波纹圆板的大挠度特征
.

A H 及p e e B a ‘“’,

刘人怀
〔弓“ 7 ’和张其浩

〔吕’采用各向 异 性

圆形薄板的大挠度理论
,

获得了适应各种波纹圆板的特征关系式
.

无论是从壳体理论还是正

交异性板理论出发
,

由于大挠度 方程本身的非线性和复杂性
,

精确求解十分困难
.

目前常用

的求解方法有 Cal e r k派 法
,

能量法和修正迭代法等
,

一 般只 能对均布及集中载荷两种情况

得到二次近似解
,

这在一定程度上影响 了解的精确性和适应范围
.

对于一般轴对称载荷作用下的波纹圆板
,

据作者所知
,

还一直没有被人研究
.

鉴于此间

题是轴对称非线性问题
,

寻求级数形式的解析解是可能的
.

众 所 周 知
,

对 于一 个给定的函

数
,

由正交多项式的性质
,

用任意特殊球多项式级数展开表示时
,

C h e b yshev 级数将给出最

快的收敛速度
,

因而它被用于求解线性和一阶非线性微分方程
〔。’,

并成功地求解了边界层理

论中的非线性偏微分分程
〔‘。1及薄板大挠度问题

「“ ’.

本文 以正交异性板理论为基础
,

提出了一种波纹圆板非线性弯曲的 Ch e by sh e v 级 数 解

法
,

得到了具有中心平台的波纹圆板在任意轴对称载荷作用下的弹性特征
.

这是一种新的尝

试
,

可用于求解任意载荷情况
.

Ch e b ys hey 级数中的系数归结为一组非线性代 数 方 程
,

通

过迭代求解
.

对目前常用的方法有一定改进和推广
.

文中最后给出了几 个典型的算例
.

件
刘人怀推荐

.
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二
、

基本方程和边界条件

考虑任意轴对称载荷作用下具有光滑中心的波纹圆板
,

其径向坐标为 , ,

板外半径为R
,

光滑中心部分的半径为R
, ,

波纹及中心平板厚均为 “
,

如图 ‘所示
·

为求解方傅哪
,

, ’ 、 去曰

丫不县拥余断知干量乏冈杏量
:

图 1 具有光滑中心的波纹圆板
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式中 。 为板的挠度
,

N
,

为径向薄膜力
,

E 是弹性模量
, , 是泊松比

, q 是载荷 密 度 (坐标
r 的函数 )

.

k
‘ ,

旬
,

寿
,

是与径向和周向刚度有关的参数
〔3~7 ’,

下角标
。 ,

b 分 别表示光滑中

心和波纹部分的量
。

由各向同性和各向异性圆板的大挠度理论
‘““ , J,

可得无量纲化的微分方程组如下
:
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我们讨论两种实际中常用的边界条件
:

1) 夹紧固定情况

功
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当 r = 0 ,

即 夕。二 0 时
,

当 r = R
,

即 y 。= 1时
,

价
。= 0 ,

2) 滑动固定情况
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º
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, »

,
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三
、

C h e b ys h e v 级数

第
r
阶 C h e by s h e v

多项式可以表示为
‘”

T
,

( z ) = e o s r o
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为了求解具有中心平板的波纹圆板
,
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如果函数 g( 力在区间 a镇 : 镇 1连续
,

则 g( z) 可 以用 C he b ys h e v
级数表示如下

:
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( r == 0 , 1 , 2 ,

⋯
, n )

C h e b ys h e v
多项式导数之间的递推关系是
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四
、

问 题 的 求 解

无 量纲化的非线性边值问题 (2
.

4) ~ (2
.

8) 很难求得精确解
.

通 常 用 Cal e rk in 法
、

能量

法
、

或修正迭代法得到受均布载荷和集中载荷情况的二次近似解
.

本文 用 C h eb y sh e v
级 数

逼近精确解
,

可以求解任意轴对称载荷作用下的波纹圆板大挠度问题
.
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私
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N i + 2

g
一孟毛“
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】‘

一 + ‘
:二 , “一 ‘

,

2
,

一 N 工十 2’

边界条件(2
.

6 )
、

(2
.

7) 可表示成

1) 夹紧固定情况

++�U‘U
又W

.

一
户
毋

1几O口1.一0乙

夕a = 0
,

N
, + 2

乙 ( 一 1 )
r

功
,

, o
,

N
Z + 2

万 ( 一 1 )
,

s
·

“ o

夕。= 1
,

N
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乙 苏
,
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.
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乞
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1 )
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一

含
+

N : 十 2

乙
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0
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2) 滑动固定情况
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.

1 0 )

+习
1上�O自1 二

y 吞二 1 , 。 p 。-t-
‘

N
i + 2
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艺 刃
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对挠度有

雪
评

。
+

¹ ;评
。

,

卜

N i + 3

乙 评
,

二o

( 4
.

12 )

、.....、2.,.l
.j声

,

N i + 3

兄
‘一 ‘,

’

『一身
W

。 +
N : + 3

乙 研

中心挠度

牙一合
附

。 +
N : + 3

兄 (一 1) ,

研
r

( 4
.

13 )

由 C h e b ys h e v 级数系数之间递推关系 ( 3
.

10 ) 式
,

在以上控制方程
,

边界条件和连续条件中

消去粼
‘’ ,

功二
“, ,

S J”
,

S 止
2 ’ ,

功公”
,

必咨
“’ ,

S 考
‘, 及 S 爱

2 ’ ,

最后得到仅 含 2 ( N , + N : ) + 12

个未知数 功
。 , S 。 ,

功
。 及 S 。 的非线性代数 方程组

,

而方程 (4
.

7)
,

( 4
.

8 ) 及边界 条 件
,

连 续

条件正好也是 2( N ; + N Z ) + 12 个
.

利用 (3
.

14) 式 ,

该非线性代数方程组可化为如下形 式
:

钟 (占) } = [ K 」{占}一 {F圣= o ( 4
.

14)

其中 [K 」是与未知 量有关的非线性矩阵
,

{扑是待求的 C he bys h e v 系数
,

{F } 是仅与载荷有

关的常向量
。

用 N “W to n 一 R a p h“。n 方法
,

我们已有一近似的解{纤‘,

用截断的一阶台劳级数 得 到 一

个改进的解

{叻(占‘
* :

) }二 {劝(占‘) } +
日{叻}
口占

‘ {A舀‘} = 0

及

于是

雪‘
, ,
二雪

‘+ △氨

{A占
。} = 一〔K ‘」子’(「K 。〕{省计一 {F } )

( 4
.

15 )

( 4
.

16 )

( 4
.

17 )

右端括号中的项表示第 ‘次迭代的不平衡力
.

式 ( 4
.

16) 及 ( 4
.

17) 就是我们最后迭代 求 解 的

格式
.

求出功
。

和 功
。 后

,

由递推关系 (3
.

10) 式及 (4
.

12)
,

(4
.

13) 式
,

求出中心挠度 附
。 .

五
、

算 例 及 讨 论

作为任意载荷的特例
,

我们计算了受均布载荷或集中载荷情况波纹圆板的大挠度弹性特

性
.

对均布载荷情况
, (4

.

5) 式化为

夕己Q 。 = (缸: 十
扩

: +

夕
: +
夕

: ) ( 5
.

la )

夕; Q 。 =

R 全q
ZD a h

R
4 q

ZD a h叮 (
一

丫
+

1)T:
+ 3B C 3

8 (
l +

钧
: :

3C
3 B

T 雪+
B sC 3

32

T : ] ( 5
.

lb )

对集中载荷情况
, (4

.

5) 式化为

:T
,工一,翻

y忿Q 。

=
R 全尸

2汀hD 。 (韧
, 十 (5

.

Za )
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夕之Q
。 二

R
Z
尸

2汀hD
a ( + 立T 考

B C

) ( 5
.

2 b)

其中 q 和 尸分别为均布载荷密度和集中载荷
.

例 1 作为具有光滑中心波纹板特例
,

绘制无光 滑中心 (即 R
,

, 0)

板在均布载荷作用下的特征曲线
。

假设板的周边为滑动固定边界条件
,

并且 E 二 10
‘
k g加 m

“ , ” = 0
.

3 ,

1
.

2 m m ,

h二 o
.

3 3 m m , l二 5 0
.

6 6 7 m m
,

由( 5 一 ) 式得到
,

N
Z
二 o

,

Q
。
二 0 ,

的正弦截面波纹圆

R 二 7 6 m m ,

月 =

此 时 中心挠度为

1 行于
f厂 。

== Z
v犷 o 个

N
一+ 3

乙 ( 一 1 )
,

评
,

叼( k g / e m Z
)

( 5
.

3 )

绘制的特征曲线与实验值比较见图 2
.

图中还给出

了文〔1 3
、

仁2 〕及仁4 〕的 理 论 结 果
.

显然
,

本文

的结果与实验值符合良好
.

表 l 给出了 C heb ys hey 级数中所取项数 N
,

对

中心挠度精度的影响
。

由表中可看出
,

该级数收敛

很快
,

一般只要取 10 项左右
,

其结果的精度已足够

满足工程需要
.

例 2 绘制具有光滑中心的锯齿形截面波纹圆

板的特征曲线
。

0 . 2

作以 m ln )
二 ~

_

一一
~ J 一

.

~ ~
一 -

~

J
.

_
1 2

图 2 计算值与实验值的比较

表 1 Ch e hysh e v 级数的项数对中心挠度附
。

的影响( q = 0
.

1 5 k g / m m Z
)

N 1

1 0
.

7 3 D3 4 0

一 4
.

5 8 3 9 3 1

一 1
.

3 5 9 1 10

0
.

19 7 6 3 4

0
.

2 3 6 3 6 7

0
.

7 7 7 D4 1 X 10 一 1

0
.

4 7 10 66 X 10 一 1

0
.

2 2 9 1 2 6 x 10
一 i

一 0
.

64 50 4 5 X I O一 3

一 0
.

3 2 11 ll x 10
一 2

1 0
.

7 2 6 42 0

一 4
.

58 2 8 1 1

一 1
.

3 5 8 30 8

D
.

197 3 7 8

0
.

2 3 58 19

0
.

8 0 8 7 2 3 X 10 一1

0
.

4 669 3 7 又 10 一 1

D
.

1 8 6 2 4 3 X 10 一1

0
.

6 9 2 5 3 2 X 10 一 3

一 0
.

1 3 9 2 7 5 X 10
一 2

一 0
.

6 5 1了5 lX 1 0 一 3

一 0
.

12 5 49 7 X 10
一 3

I D
.

72 6 6 6 0

一 4
.

5 82 88 2

一 1
.

3 5 8 3 4 0

0
.

19 7 40 D

0
.

2 3 57 8 7

0
.

8 0 7 79 0 x 1 0
一 1

0
.

46 80 0 1 X 1 0一 i

0
.

1 8 5了8 0 x 1 0
一1

0
.

5 0 52 1 5 X 1 0 一 3

一 0
.

1 10 7 9 3 X 1 0一 2

一 0
.

5 0 4 3了5 X 10 一 3

一 0
.

3 7 3 12 0 X 10 一 3

一D
.

4 1 2 5 9 1 x 1D一 4

0
.

6 7 29 3 0 X 10 一 4

r月小L
J抽钻声f

1 0
.

7 26 6 7 0

一 4
.

5 82 8 8 0

一 1
.

3 5 83 4 1

0
.

1 9 73 9 8

0
.

2 3 57 88

0
.

8 07 7 94 只 1 0
一i

0
.

4 6 79 9 9 X 1 0 一 1

0
.

1 8 5 6 8 5 X 10 一 i

0
,

5 2 76 18 火 10 一3

一 0
.

1 14 6 10 X 1 0 一 2

一 0
.

5 18 2 5 0 火 10 一 3

一 0
.

2 90 16G X I D
一3

一 0
.

65 4 28 6 火 10 一4

0
.

2 6 3 5 0 1又 10 一 4

0
.

1 7 5 1 2 9X 10
一 4

0
.

1 9 8 13 8又 1 0 一 s

14

10
.

了2 6 6 70

一 4
.

5 82 8 80

一 1
.

3 5 8念4 1

0
.

1 9 7 3 9 8

0
.

2 3 5 7 8 8

D
.

8 07 7马4 X 10
一 i

0
.

4 6 7 9 9匀X 10
一 1

0
.

1 8 5 6 8 4 X 10
一 1

0
.

5 2 7 4 7 8 X 10 一 3

一 0
.

1 1 4 615 x 10 一 2

一 0
.

5 1 9 19 8 X 1 0 一,

一 0
.

2 8 9 6 3 4 X 10 一 ,

一 0
.

61 8 3 57 X ID一‘

0
.

2 14 9 5丫x 1 0 一4

0
.

13 8 7 2 7 X I D
一‘

0
.

7 0 2 86 8 X 10 一 s

0
.

1 15 0 3 2 x 10 一 ,

一 0
.

15 5 8 9 3 x 1 0一 5

确19�勺d

‘吸尺廿

月n斤‘

n丹�9

2
.

83 0 66 8 2
.

8 29 7 19 2
.

8 2 9 7 75 2
.

8 2 9 7了8 2
.

8 2 9 7了8

10111213“15比17尸

,
.

假设板的周边为夹紧固定边界条件
,

并且E = 1
.

35 X I O
4
k g / m m 气

, , 0
.

3
,

凡 = 5
.

l m m ,

R 二 2 4 m m
,

H = 0
.

4 1 4 m m
,

h== o
.

10 i m m
,
口
。== s

’

4 5 ‘
,

l= 1 0
.

8 m 饥
,

在均布载荷作 用 下
,
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用本文方法计算的理论结果及其他作者 (「3 〕
,

「4 〕
,

〔弓顶
,

仁8 〕)的理论结果比较见表 2

绘制的特征曲线及和实验结果的比较见图 3
.

表 2

, { 文 [ 3 〕

家I
一

}
一

。
_

62 70 三
0 2

’

0
。

9 4 3 6 4

0
.

3
’

1
.

15 7 14

0
.

4 1 1
.

3 2 2 3 7

0
.

5 1
.

4 5 92 3

0
.

6 1
.

5 7了1 7

0
.

8
’

工
.

7了5 4 9

1
.

0 1
.

9 4 0 6 0

文 [ 8 」

0
.

6 2 5 7 0

0
.

9 0 6 5 3

1
.

0 9 5 0 1

1
.

2 4 13 4

1
.

3 6 2 7 5

1
.

4 8 7 5 9

1
.

6 4吐2 0

1
.

7 9 17 4

均布载荷下板的中心挠度
‘下~ ~ 肚 ~ ” “ 一 “~ ~

-

一
’

一
’

文 [ 4 〕

0
.

6 1 7 2 5

0
.

8 9 4 4 4

1
.

0 8 0 55

1
.

2 2 4 9 0

1
,

3 4 4了3

1
.

4 48 2 1

1
.

62 2 6 1

1
.

T6 8 1吐

文 [ 5 ]

0
、

6 4 12 5

0
.

93 12 3

1
.

12 59 5

1
.

2 7 6 9 5

1
.

4 0 2 2 8

1
.

5 1 D4 9

1
.

6928 4

1
.

8 4魂9 8

本文

0
。

62 110

0
.

89 8 2了

1
.

0 99 4 2

1
.

2 5 8 5 0

1
.

3 9 191

1
.

5 0T7 6

1
.

70389

1
.

8 9 7 9 9

例 3 绘制例 2 中的据齿形截面波纹圆板在集中载荷作用下的特征曲线
.

利用式(5
,

2 )
,

本文计算的结果与文【6 1

日一嗜叭
叮厂k g /c 坦, )

的理论结果比较见表 3
。

其中文【6 〕是用修

正迭代法得到的二次近似解
,

根据这些结果

可绘制特征曲线‘

�
八

3�表

一尸0.1.1.2.
,

�3.尔4.
今 7片

勺 S

一一 文仁叭
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夕

尹

0
.

空亏
洲峪

尹
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- 司匕

~

_
_ 上 _

一
- J - _ __

_
~」 ~

~
叭石 工 心 1

.

5 2 .

。

图 3 计算值与实验值的比较

集中载荷下板的中心挠度

文〔。, ⋯ “
o

·

6 7 142 { 0
·

6 6 1了5

0
.

0 6 : ; 1 { 0
.

05。魂:

1
.

1 6613 1
.

1 7 10 1

1
.

32 0 34 1
.

3 3 6 7 7

1
.

4 4 8 4 1 1
.

4 75 13

1
·

5 5 9 0 4
J

l
·

5 9 499

1
.

6 5 7 0 9 1
.

7 0 144

1
.

7 4肠57
, 1

,

7 oT63
.

一
众 1二 4今

/ 、 、 笋飞刁 卜LJ

本文把 Ch e b ys he v 级数用于波纹圆板轴对称大挠度弯曲问题
,

推导出相应的控制 方 程

和边界条件
.

这种 方法可用于分析受一般轴对称载荷情况问题
,

通过 增 加 Ch e b ys h e v 级数

中的项数
,

可以不断提高精度
.

数值结果表明
,

在 C h eb ys h e v
级 数 中仅取不多几项就能达

到较高精度
.

在求解精度和应用范围方面对目前文献中常用的方法有所改进和推广
。
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g a te过
e ir e u la r p la t o s w ith a p la n e e e n tr a l ,

,
e g io n u n d o r a r b it ra r y lo a d s b a s e d o n th e n o n

-

1in e a r b e n d in g t h e o ry o f a n is o t r o p i e e i re u la r p la te s
.

N u rn e r ie a l r e s u lts a r e c o m p a r e d w it h

th o s e a v a ila b le in the lit e r a t u r e
.

T he p r e s e n t m e th o d s h o w s hsg he r a e e u r a e ie s a n d la r g e r

a PPlie a t io n r a n g c s
.


