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摘 要

本文提出一种一般解析方法—
空间变量变换法

,

用以求解任意边界条件下
‘

圆柱厚壳自由振

动问题
.

运用本文方法对悬臂圆柱厚壳的自振特性作了计算
,

计算结果与薄壳理论相应结果及试

验值作了比较
.

理论分析和计算结果表明
,

本文方法具有很好的收敛性和精确性
,

可以推广用于

分析梁
、

板
、

壳的自由振动
.

一
、

引 言

近些年
,

圆柱壳结构的自由振动问题已引起了许多研究人员及工程师们的极
.

大兴趣
.

目

前
,

大多研究工作限于应用薄壳理论分析圆柱壳的 自振特性
,

文〔1 」对这些研究工作进行 了

评述
.

值得指出的是
,

文〔2〕利用 S to k e s
变换

,

用 Fou
r ie r 级数表示模态函数

,

求解了任

意类型边界条件下的圆柱薄壳自由振动问题
.

当圆柱壳的厚度与半径比值
、

厚度与长度比值

较大
,

或必须计入高频分量时
,

按经典薄壳理论计算圆柱壳自振特性会带来较 大误差
.

若按

三维弹性理论来计算又难以 获得各类不同边界条件下的圆柱壳 自由振动的解析解
.

本文使用 M ir sk y 一
H er r m an

n 圆柱厚壳方程
〔“’,

考虑转动惯量和剪切变形 的 效 应
,

从

而放弃了经典薄壳理论采用的部分假设
.

应用厚壳理论分析 圆 柱 壳 的 自由 振 动 见 [ 1〕
,

仁4」
,

〔5」等文献
,

其中文【5 〕借助仁2」中的方法
,

对任意边界条件下弹性圆柱厚壳的轴对称振

动特性进行了分析
.

关于任意边界条件下圆柱厚壳的非轴对称 自振特性分析
,

目前尚无文献

见到
.

我们提出一种空间变量变换法
,

通过边界算子运算
,

获得了任意边界条件下圆柱厚壳

自由振动的一般解析解
.

本文将计算结果与薄壳理论计算值及试验值作了比较
,

并且检验 了

计算结果的收敛性
.

结果表明
,

当圆柱壳厚度与半径比值
、

厚度与长度比值以及 波 数 较 大

时
,

薄壳理论的计算结果有相当大误差
.

本文建议的方法能获得一般解析解
,

并 且 收 敛 性

好
,

精确性令人满意
.

由文中分析的过程可见
,

空间变量变换法可推广应用于梁
、

板
、

壳的

自由振动分析
.

.

戴世强推荐
.
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二
、

基 本 方 程

本文使用 岭砂
y

一

H “

~
“”” 非钟对称变形的弹性侧柱厚壳运

厂

动方 程 ‘“ ’· [3 〕放弃了

Ki
r c

hfi 盯f 假定
,

并计入转动惯量效应
,

实际上与 Ti m o sh e n k 。 梁理论和 M 议d1 : n 板理论

有类似的意义
.

位移型的基本运动方程如下
:
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这里

,

K
二 ,

K , 是剪切系数
,

G 是剪切模量
,

E
,
二E h/ (1 一沪 )是压缩模 量

, ,
为 泊 松 比

,

I = 人3

八2是惯性矩
,

D = E 尸八 2( l一沪 )是弯曲模 鼠
,

户为质量密度
,

h为壳厚
,

R 是壳体中面

半径
.

式 (2
.

1) 是由圆柱坐标系 (二
,

e
,

z) 表示的方程
, u , 。 ,

。 分别为中面上轴向
、

环 向及

径向的位移
,

沪
;

及势
。

分别为轴向和环向的转角位移
.

当上述各项位移函数乘以 尸
“ ‘

简谐振动

因子时
,

代入式 ( 2
.

1) 不难得出非轴对称变形的自由振动方程
.

有限长度为 l的圆柱壳体
,

其边界条件为 (二 = o
,

I处 )
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a) 位移边界条件
:

u 二 云
,

劝
:

二杯
: : 。 ~ 公

,

势
。
二杯

。,
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.
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刃
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式 (2
.

3) 中内力
一

夫达 式可见〔3〕
.

式(2
.

1) 为高阶 微 分

三
、

空间变量变换法

空间变址变换法足在某一级数展开基础 J: (一 般取正交函数系
,

常用 1勺盯ie r 级数 )
,

分析级数在边界
_

L的零值条件
.

然后
,

使用一组已知的空间变量函数
,

通过边界上的算子运

算
,

将相应的零值放松
,

接着代入 自由振动的微分方程组
,

并调整放松后的空间变量函数及

级数系数
,

使满足实际的边界条件
.

最后
,

得出由级数及一组空间变量函数之和表示的振型

函数及相应的自振频率
.

因此
,

本方法适用于任意边界条件
,

是一般形式的解析解
.

这里
,

先通过对
一

梁的自由振动求解来阐述空间变量变换法的基本过程
,

而后推广到圆柱

厚壳的分析
.

选择以下四 个基本函数为求解梁问题的 四种基本解
.

“
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式 (3
.

1 )中任一级数均可用作求解梁的 自由振动
.

以 S
,

为例
,

它的零值条件为
: 、一。

,

l时
,

S
,
= S了二 0

,

为此必须通过边界算子运算将这些齐 次条件放松使变成非齐次 条 件
,

从

而也出现了相应的放松后未知端部值
。

设空间变量变换式为习 :
二 ,
了
‘g ‘(x)

,

f
‘

是由齐次条件放松后出现的未知值
, g ‘(劝为空间

变量函数
,

这里取多项式

g ‘
(芜) = a ‘+ b

‘% + e ‘% 2 + d
‘% 3

+ e ‘% 4 斗
·

h
: x s ,

‘= 1
,

2
,

3
,

4 (3
.

2 )

对具体问题
,

g ‘

(劝仅保留其中 4 项即可
.

为确定式 (3
.

2) 中系数
,

g ‘(劝须按所要放松 的 边

界值来选择
,

一般可 由边界算子运算作如下选取
:

设D , 表示一种边界算子
,

D , 厂月可以 是f
,

d f/ d 二
,

d丫/ d扩或d丫/ d扩运算的任意一种或

它们的线性组合
,

具体由边界条件确定
.

这样
,

g ‘(劝 必须满足下列条件
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例如对式 (3
.
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,
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,
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.

3 )
,

根据相应的零值条件得任意边界条件下的梁

振型函数为
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式 (3
.

4) 不满足特定的边界条件
,

代入梁的 自由振动方程
,

可得
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这里 月 为横截面积
, 。为自振频率

.

当 口二尸 时
,

式(3
.

5 )即为两端简支精确解
.

若 应用式

(3
.

4) 及 (3
.

5) 求解一端简支一端固定梁自由振动
,

式 (3
.

4) 必须满足 叨 ‘
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,

得频率

方程为

口乙
七一 1
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。军洲

显然
,

式(3
.

7) 收敛性比式 (3
.

6) 差得多
.

文〔2 3曾用别的技巧对式(3
.

7) 作改造
,

但当求解圆

柱壳体自由振动时
,

级数形式往往很复杂
,

难以改造级数本身
.

本文方法不需作技巧处理
,

可直接得出收敛速度很快的振型函数
.

从本文所述过程可知
,

空间变量变换法对梁
、

板
、

壳

的 自由振动分析都有适用的意义
.

四
、

圆柱厚壳自由振动分析

用上节所述方法
,

同样可求解任意边界条件下非轴对称变形的圆柱厚壳自由振动
.
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,
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,
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刀
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、

环向及径向的位移或转角振
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,

一

我们利用式(3
.

1) 中的 4 个基本级数
,

来求解任意边界条件下圆柱厚壳的振型 函 数

和 自振频率
.

取以下 3 组精确满足某一边界条件的振型函数为壳体自由振动分析的 3 组基本级数
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同上节一样
,

利用空间变量变换式
,

通过边界算子运算
,

可得 分 别 相 应 于 式〔4
.

2) ~

( 4
.

4) 的振型函数
。

例如
,

对 CCS S S 组有
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用式 ( 4
.

5) 求解任意边界条件下壳体的自由振动时
,

先将式 ( 4
.

5) 代入圆柱厚壳的自由振

动方程组
,

得出级数系数与式 ( 4
.

5) 中 10 个边界值的关系式
,

然后令振型函数满足待求 的 边

界条件
,

得出频率行列式
,

求出自振频率后再得到振型函数
.
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对式 (4
.

5 )而言
,

它求解的边界条件为 孙S N T
一

FS N T 时
,

10 个 边界故全不为零
,

故最

大频率行列式为 10 x 10 阶
,

但这时用 S S C C C 组求解为精确满足的解
.

由此见
,

适当 选 取

式 (4
.

2) 一 (4
.

4) 中一组
.

基本级数
,

总能使频率 行列式阶数( 5
.

具体计算中
,

对已建立的 10

阶频率行列只
,
.

划
一

去相应于碗足零边界东件的行和列
,

就可得任意边 界条件下的频 率 方 程
.

一

言人级故系知和边界值的关系式以及频率行列式口J各元索表达式可详见文 〔6」
.

一

瓦 数 值 计 算

_ _

匕程中最常见的圆柱壳结构为悬臂圆柱壳
,

其边界条件为一端固定一 端 自 由 (乞
一 F 条

件 )
.

不文对这种边界争件下的 险柱厚壳 自山振动作了定值计算
.

表 1 列出 了取不同级 数 项

数的计算结果及〔6 〕中的试验值
,

可见取项数为20 时就足以达到工程设计计算的精确度
,

理

论计算值 与试验值很好吻 合
.
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.
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.
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表2 C一 F条件下圆柱厚壳与薄壳理论自振频率(H : )计算
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任意边界条件下圆柱厚壳自由振动分析的空间变量变换法 1 0 2二

2分别列出了厚壳理论 与薄壳理论的计算结果
,
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这里薄 壳 计 算 结 果 是 由 文〔7 〕按

Sa nd
e r s 理论计算得出的

.

计算表明
,

由于计入剪切变形使刚度降低
,

而计及转动惯量增加
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这种现象尤为突出
,

必须考虑使用厚壳理论
.
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