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摘 要

本文中
,

自由能的表达式暖开成幂级数
,

其中
,

温度增量尹 取到三阶
,

应变张量 下‘j只取到

二阶
.

由这个表达式可以导出物性系数随温度增量的变化规律
.

这些规律与参考文献中的实验图线

是相符的
.

不过
,

自由能表达式中的常数须由实验数据确定
.

文中指出
,

变化的弹性模量 E 和剪切弹性模量G 是彼此独立的
,

而其它的物性系数则与它们相

关
.

一
、

月以 西

当温度发生变化时
,

热弹性体的物性系数也出现相应的变化
.

通常
,

这种对应关系均由

实验确定
仁” “ ’“’.

在热弹性力学中
,

物性系数可以由自由能少的表达式及根据构造理 论的 规

贝州乏导出
.

如果 白由能 岁 的表达式是正确灼
,

那么由它导出的物性系数应与实验结果相符
.

热弹性材料属于简单材料
,

自由能只取决于运动和温度的现时值
c”’.

以岁表示单位体积的自

由能
, y‘, “

,

了二 1 , 2 ,

3) 表示应变张量分 量
,

0表示温度的变化
,

即 口= T 一 T
。

(T 为温度的

现时绝对值
,

T0 为绝对参考温度)
,

则笋二少(下‘, ,

印
.

对于各向同性体
,

以 I ; ,

I: 和 1
3

表示应变的不变量
:

1
,

1 1

~ , “ , 卫 “=
一

Z L, “ , j , 一 , ‘j , , ‘少
, 1 3

’ a e tl, ‘了 (1
.

1 )

以尹表示无量纲的温度变化
,

它等于

0关 (1
.

2 )

并设 0关< 1
.

这样
,

岁仰 , , ,

0)
’

可写成〔‘” 〔。’”
·

”6 a ’

岁 (尹‘, ,

口)二 a 。 + a ,
I

: + a o
l

:
+ a 3

I
。
+ a 4

0关 + a 。
I { + a o

l之+ a 7
6苦

2 + a ,
I
、
0并 + a o

l ; 1
2
+ a , 。

I
;
夕朴

2

任
一

a , ,
I :口关 + a l : 口签

s + a , 3
1 10关 + a , 4

1 { + a l。
I ; + a 1 6

I
,
1 3 + 一 (1

.

3 )

为了主要反映温度变化对自由能的影响
,

并考虑到丫
‘, 是微小量

,

在以上的表达式中略去 护‘,

资

国家 自然科学基全资助的课题
。
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的二阶以上各项
,

可将岁(?
‘j ,

0) 写成

岁(夕
‘, ,

0 ) = a 。斗
一 a ,
口关 + a 2

0
公 2 + a 3

0关
3
+ a 4

I
; + a o

o关I
,

+ a 。口关
2
1

1
+ a 了

I ; + a 。
口关I圣+ a o

l
:
+ a 工。

口关1
2

(1
.

4 )

显然
,

女口果能够确定式中各常数
a 。,

⋯
, a , 。 ,

则少 (竹j ,

0) 完全确定二 并可由(1
.

4) 式得

到各有关的物性系数
.

但是这些常数无法从理论
_

匕确定
,

而只有根据一些实验结果间接地确

定它们的值
.

然后再根据 (1
,

4) 式得到其它物性系数随温度而变化的表达式
.

这样
,

就同时

得到各热弹性物性系数之间的关系
.

.

二
、

弹性模量E 和G 与波桑 比v 的关系

这里所指的关系是它们随温度而变化时
,

它们之间的关系
。

我们 由自由能密度岁 (?
‘, ,

0) 直接可以得到应力应变本构关系
仁5 ’,

即

口岁 口岁 口I
,

口梦 口I
,

.

口岁 口I
。

仃‘, 二 。: ‘, 二 。,
, 。: ‘, + 。,

2 。: ‘

了
十 。I

。 。: ‘

;
(2

.

1 )

在 (1
.

4) 式中不涉及 1
3 .

由(1
.

1) 式知

口I r

口下‘,

式中占‘,
为K r o n e 。ke r

二占‘, ,

占符号

口1
2

口丫‘,

。

所以

二 I
:
占
‘, 一 , ‘s

(2
.

2 )

口岁
a ‘, 二口丫‘j 二

a ‘占‘, + 〔(a
。+ Za ,

) + (a
l。+ 2 a 3

)0苦 l, 、, 舀,

厂 (a
。 + a , 。

口苦)? ‘, + (a 。
一

卜a 。召关)0关乃‘,

(2
.

3 )

式中
a 4

可视为物体上的初始法向应力
,

它可取为零值
。

由(2
.

3) 式得弹性模量E
‘, 。 。

的一般表达式

E
‘, 二 。

= = [ (a 。+ 2 a 7
) + (a

, 。+ Za 。)夕关〕d , ,

d
‘, 一 (a

。
+ a ,。

口苦)d。‘j
, ,

(2
.

4 )
t仍口下口口

应用数学
.,

朱

按照习惯
,

弹性模量E 是指单向拉压情况下应力与应变间的比值
,

即

E 二E
, : , ;
二 E

: : 2 2
= E

J 3 3。
二 2 a 7

+ 2 a 8
0关二刃

。 + E
:
夕关 (2

.

5 )

式中刀
。
二 2a

: ,

E
,
= Za 。 .

由此式知
,

当岁 (夕
‘, ,

0) 写成 (1
.

4) 式时
,

弹性模量E 是温度变化尹

的线性函数
.

实验证明
,

如果温度变化范围不大
,

这 个函数 (2
.

5) 可以反映实际情况 (见图

l r’] )
.

剪切弹性模量‘等于

。 1 0 1 0 1 0 1 1 。 二 。
.

~ 。 ,

G 二 丈E
1 2 、2二 : E

: 。2 3
二 止E

: 1 : ,
二 一 丈

a 。
一 户

a 、。

乡, = G
。
+ G

,

口
‘

(2
_

6 )
2 “

“

2
‘ “ 一 “

2
‘ “ ‘

2
口

2
‘ ” 一 “ ‘

一 工 一 、 ~
’

“ 产

式中G
。
二 一几 / 2

,

G
,
二 一 a : 。

/ 2
.

即G 也是尹的线性函数 (见图 1)
.

由于常数 a ; , a : , a 。

和a 、。

都是独立的
,

所以弹性模量E 和 G 是互不相关的
.

为得到波桑比
, 的表达 式

,

取叽 : = 几
3
“ 0

.

考虑到各向同性
,

设 价
z
二找

。,

于是由 (2
.

3)

式得
a : ,
” 〔(a

。
+ Za ?

) + (a
; 。 + Z a s

)夕关〕2丫
2 : + 2 (a

? + a a
o苦 )下

: 、
+ (a

。+ a e
o关 )8带 (2

.

7 a )

a : :
= [ (a 。+ 4a , ) + (a : 。+ 4 0 , )6铃〕丫: :

+ [ (a 。+ Z a , ) + (a , 。+ Za 。)口签〕y
: : + (a

。
+ a e口补 )8若。 o

(2
.

7 b )
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由以上两式消去 (a
。
+ % e勺e朴项

,

得

a : , = (a
。

一

于a : 。
0苦 ), 2 2

一 (a
。
+ a l。

口关 ), ; ,

根据
, 的定义 (v 二 一协

2

/ , , :

)及E 的定义
,

得

(2
.

8 )

(a
。
+ Za :

) + (a 工
。
+ Za :

)0关

a 。+ a lo
s关

二 _ (1 + Z a :

/ a 。) + (a
, 。

/ a
。
+ Z a 。

/
a g
)刀关

1 + (a
, 。

/
a 。)0苦

(2
.

9 )

将式中分母展开成幂级数
,

得
, 的表达式

1 「
_

.
‘

.

2
‘ 门一 2 a l 。 、

。见 。 .

〕
, = 一 a ;

L(
”a ,

+ ““) + 。g
(a

, a ‘。
一 “‘a “’”’一 云i

一 吸“ , a ‘。
一 “‘a , ’“一

“

+
’ ‘ ’

」 (2
.

1 0 )

如果 (a
、a , 。

一 aa a 。)的值很小
,

则 ,
可近似地认为与温度变化无关

,

而视为常数
,

即若

(E
o
G

I
一E

,
G

。
)。 0 或 (2

.

1 1 )

v 就近似地等于

(2
.

1 2 )
义 ! 0

七 C卜M n 一

N 钢

(C O
.

10
,

M n z 5’
.

o o
,

5 10
.

5 0
,

�11

一
尽心日O白

一一
夕

:
r.

⋯

一。2勺白1111

护日之罗�叫瞩娜刘默

这就是等温下弹性力学的公式
.

或者说
,

当弹性模量 E 和 G 随温度变化尹作线

性变化时
,

如果斜率的比 值 刀
l

/ G
I

近似地等 于 初

始值的比值 E O/ G
。 ,

那么波桑比
, 就与 尹 无关

,

而

近似地成为常数 (参见图 1 )
.

由E 和 G 的实验结果和 ( 2
.

5 )
、

( 2
.

6) 式得到
a : ,

a 。, a , , a , 。

等常数后
, , 的变化曲线就可 由 (2

.

10 ) 式

完全确定
.

例如图 1中
,

T = 27 ℃时
, 的计算值 (按

( 2
.

1 2 ) 式计算 ) 为 0
.

3 5 9 5
,

实验值 为 0
.

3 6 ; T =

2 0 0 oC 时
v 的计算值 (按 ( 2

.

10 )式计算 ) 为0
.

3 0 4 2
,

实验值为 。
,

30
; T = 4 0 0 ℃ 时计算值为 0

.

27
,

实验

值为0
.

2 8
.

反之
,

如果 由实验确定 E 和 v 的变化曲线
,

‘

值随温度的变化亦可由计算确定
.
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l
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三
、

线热胀系数a 的表达式

由本构关系式 (2
.

3) 可以导出

夕* 洽=

a 。 * 一 3 ( a
。
+ a o

s关) 0关

2 [ ( a
。
+ 3 a :

) + ( a
, 。
+ 3 a 。) 6开〕

( 3
.

1 )

所以本构关系式 ( 2
.

3) 又可写成

1

( a 。+ a , 。
8苦){

(a 。 + Za , ) + ( a
,

2 [ ( a
。+ 3a ?

) + ( a l00李欲;器
〕〔二一

3 ‘一 + 一“‘ , “
‘〕“, ,

、吠口门儿关公匕

一 a ‘, + (a
。
+ a 。“! )“·“‘,

} (3
.

2 )

取几
. = O及吸 , = 0

,

代入上式后得到温度变化引起的自由膨胀应变
,
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: ‘j

!
_

一
} () 了J 二 o

(a
。十 a 。0

关
)夕

芳
占

, ,

2〔(a
。
+ 3 a :

) + (a
, 。
+ 3 a 。)口关」

(3
.

3 )

分母展开成幂级数
,

得

: 、;

{
‘, , 一 。 - 1

2 (3 a : + a 。 {一
。
“· + (二:一

6

)“一 ; (二 ;
一

)“一 + ⋯

}
己
‘j

(3
.

4 )

由此式及线热胀系数 a 的定义
,

得

a甘 , )‘; )

口0

1

打
。
(3 a :

干币
{一 a 。 + 2 (a 箱一 a 。)0芳一 3占(a 菇一 a 6

)0
关 2 + ⋯ } (3

.

5 )

以上两式中系数占为

3 a s + a l。

3 a 7 月
一 a g

3 E

3 E

一 4 G

一 4 G
(3

.

6 )

在给出尸和臼沟变化曲线后
,

舀是一 个确定的值
.

? 的下标 (了)(j)表示‘~ j
.

由(3
.

5 )式知
,

在T = T
。

时
,

a 。

为

一口 6

ZT
。
(3 9 : + a 。

)
(3

、

7 )

以 a ,

和 a :

等分别表示

a 。占一 a 。

、 u l
= ?

。
(3a

7 + a 。 )
’

。
一

= , 3 睿(a
。

占一 a 。)

2了
’

。
(3 a : + a 。)

’ (3
.

8 )

则有

a = a 。十 a ,
口关十 a :

e长汁一 (3
.

9 )

由 (3
.

6) 式可以看出
,

如果雪二 0
,

即 (3 尸
;
一 4 G

,
) = O

,

则 a Z ,
a 3 ,

⋯等均为零值
.

a 成为

尹的线性函数
.

弹性模量E 和 G 的曲线显示
〔”

「忿〕,

在一定的温度范围内这种情况可能出现
.

图

2
『“’和图 3 「”分别为铬锰钢和铝合金的a 变化曲线

.

由图可以看出
,

在一定温度范围内a 成为直

线
.

由a 的实验曲线和T
。

时的 a 。

值
,

完全可以确定
a 。和 a 。

值
.
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四
、

比 热 c 的 表 达 式

以 d H 表示单位质旨均物体得到的微热量
,

在应变保持不变的情况下
,

比热 c
为

S刀CO一一
廿口

竹

C = P

d H

d T (4
.

1 )

式中 p 为密度
。

以 叨表示嫡密度
,

它和 自由能 少(竹 , ,

内 之间有以下关系

口梦

口口关
(4

.

2 )
l八以

=--
所

势
�

日口
l

日

一一一切P

由于在可逆过程中d H ~ T d 甲
,

_ _ _ _
T d叫

_ 二 口
_ _ ,

_

。 、

T

一
尸 “T }

;
,

, 一 c。 ,l s t 一尸 ’ 。。 甲、}, ‘, , 口 ,

一
罗

口2
岁

口夕苦
2 ( 4

.

3 )

将 ( 1
.

4) 式代入
_

卜式得到比热
c 的表达式

2
,

.
, .

_
、
。 ,

. _ , : 。 。
.

, _
.

, 二
、

C = 一 犷
。 Lu Z 十 弋a Z + 石a 3 ) 口 一 + 3 a 3口 “ “

+ a 6 ‘1 + 口 “ ) ? ““」 ( 4
.

4 )

此式表明
,

比热
c 除了和尹有关外

,

还 与初始绝对温度T
。

和休积应变 , * ;
有关

.

在给定不变的

, kk 后
,

比热
c 成为尹的二 冲函数

.

在自由膨胀以情况
_

亦 即二
‘, 二 0) 下 可以证明比热

。
仍由 ( 4

.

3) 式定义
,

因而仍 由( 4
.

4)

式表达
,

但式中 下。。 是随温度变化口朴可变的
.

在 ( 3
.

4) 式中取 a ‘, 二o得

夕专 k
二

3

2 ( 3a
: + a 。

)
{一 a o

o
、

二‘
一

于
一

( a s

蚕一 a 。) g 关 2
一占( a‘一 a 。) 8关 3 + ⋯ }

所以比热
c
等于

一
:
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+

〔州
一

3

(
“

厂
口6 口.

2 ( 3 a 7 + a 。) )」
“·。

一

3

〔一
口6口6

2 ( 3 a :
+ a 。) )

“一 + ⋯

}
( 4

.

5 )
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口5 口6

2 ( 3 a :
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。
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.

6 )一
a
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!
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比热
c 将有一个简单的表示式

e二一 ZT 石
‘a Z

(1 + 口朴 )

对于不同的材料
, a 。

有不同的数值
, 。的曲线成为一族直线

.

如果 (3
.

1 5) 式不成立
,

为尹的二次以上曲线
.

图 4 〔”和图 5 〔‘’表示 了这两种情况
.

(4
.

7 )

那么c成

由实验得到
。 的曲线后

,

可由实验数据得到
a Z

和 。3 .

五
、

结 论

综上所述
,

可 以看出
:

1

2

自由能岁(?
‘, ,

幻的表达式 (1
.

4) 是符合实际的
;

自由能少(?
‘, ,

0) 表达式中可取
a 。= 。

.

并且除了系数
a :

外
,

其余
a : , a 3 ,

⋯
, a l。

均

可由实验数据确定
:

3
.

各物性系数中除了 E 和 G 是独立 的外
,

当考虑温度变化对物性系数的影响时
, ,

a

·

和 c 是与 E 和 G 相关的
。

并且它们相互之间也是相关的
.
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