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摘
.

要
)

-

设X 是一凸度量空间
,

并且它的每一直径趋于零的非空闭子集的逆减序列具有非空交的性质
,

本文证明了
,

如果X 的非空闭子集K 的自映象犷满足不等式
:

d (T 二
,

T , )( a d (二
,

封) + b{d (劣
,

T 二)+ d (g
,

了, )}

丫多
,

证K

其中o《。< 1
,

b》 o
, e) o

,

则T在K 中存在唯一不动点
。

+ e {d (多
,

犷g )+ J (梦
,

T 劣)}
,

使得a + e 笋 o且a + Zb + 3 e( 1
.

引 言

.

张石生在 [月中把度量空间中的非扩张映象分为五类
,

并且在满足一定条件的Ban ac h空

间中证明了它们不动点的存在
.

由〔2〕知道
,

每一 Ba
na

o h空间是凸度量空间
,

并且存在许多

不能嵌入任一 Ban ac h 空间的凸度量空间
.

因此
,

在凸度量空间中研究上述五类映象不动点

的存在是有意义的
。

1 98 2年
,

ha
么y ,

,

Si ng h 和 W lii tf ie ld t即证明了凸度量空间X 中有界闭凸子集K 的非扩张

自映象T 的不动点的存在
.

这类映象T 满足不等式
:

、

、

d( T 劣 ,
T y) ( d( 劣 ,

妇 丫 x , , 〔尤

1 9 8 6年
,

Be g 和 A z a m 在国际数学家大会上宣读了
“

凸度量空间中 K an na n 映象 的不

动点定理
”

的论文
〔‘, .

这类映象 T 满足不等式
:

’
-

一

, 矛

~ ~
、 一

二 1
, , ,

~
、

.

, ,

~
、 、 、 ,

_ 二
以 l 戈 , l y )气 下 但以

, l 劣 ) 十 以 Ly , 1 9 )全 犷劣
,

g 七八,

‘

.

张石生推荐
.
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其中0《
a < l ,

b> 0 , c
> 0使得

a + e 铸 0且
a + Zb + 3 c

《 1
。

二
、

预备知识和符号

1 9 70年
,

W
.

T a k a h a sh i在〔2〕中给出T 度量空间中凸性的概念
,

从而推广T B a n a e h空

间中某些不动点定理
.

现把文 【2〕中与本文有关的一些结果选列如下
:

( 1 ) 设X 是一度量空间
.

映象附
:

X + X x 〔0
,

l] 、X 称为 X 上的凸结构
,

如果对一

切劣 , y〔X 和久〔〔o
, 1〕满足下列条件

:

d (“
, 叨 (工

, 夕,

几) )( 元d (u , 戈 ) + (i 一 几)d (“
, 夕) V u〔X

( 2 ) 具有凸结构的度量空间称为凸度量空间
.

( 3 ) 凸度量空间X 的一个子集K 称为凸的
,

如果

w (x , 夕 ,
久)〔K V 劣, 夕〔K 和久〔[o

, 1〕

( 4 ) 度量空间称为具有 C a nt o r
相交性质 (简记为 CIP 性质)

,

如果它的直径 趋 于

零 (叔K
。
) , 0) 的非空闭子集的递减序列 {尤

。

}二
,

其有非空交
.

占(A )
,

夏
,
⋯刃D 〔A )分别表示X 的子集A的直径

, 一

闭包
,

凸闭包
.

三
、

主 要 结 果

引理 1 设 X 为一度量空间
,

映象T
:

X 、X 满足不等式
:

d (T 劣
,

T v )《 ad (二
, 夕) + b {d (% ,

T 劣 ) + d (g
,

T g ) }

+ c {d (义
,

T y ) + d (y
,

T 男) } 丫 x , y〔X

其中0《
a
< 1 ,

b》 O
, c》O ,

使得
a + 2b

·

+ 3c 《 1
.

则

( i )

( 11 )

证

( 1 )

d (T
”
x ,

J (T % ,

T
” 十 ‘劣 )( d (T 卜’劣 ,

T
” 戈)

,

、《
一

畏兴刹
{“(‘

丫”〔N ;

T 劣) + J (, ,
T 梦)}

,

M 戈 , g 〔老
.

依假设
,

我们有

‘(: 一
,

: 一x)< (
厂

忠给).d(
犷一味

,
丁一)、 (丁

一 ,T
·

x).

(i i) 依三 角不等式
,

我们有

d (T % ,
T g )《

a {d (男
,

T 劣 ) + d (T 戈 ,
T v) + d (T g , 梦)} + b {d (二

,
T x ) + d (梦

,
T 夕)}

+ c {d (x
,

T x ) + d (T 二
,

T 夕)少d (梦
,

均)+ d (T 梦
,

T 二 )}

从而得

‘(: ,
,

: , )、 (
一

书兴会)
、d (二

,

, x ) + d (。
,

7’。)卜

引理 2 设尤为一具以 P性质的凸度量空间
,

映象T : X , X 满足不争式
,

d (T 劣 ,

T 夕)《心 (劣
, 梦) + b {d (劣

,
T 劣 ) + d勿

,
T 犷)务

+ c 王d (x
,

T v) + 甘(梦
,

T 劣)} V x , v〔X

其中0《 a < 1 ,
b> 0

, c
》 0 ,

使得“+ 2b + 3c 《 1
,

则下列二条件等价
;

(a ) T在X 中有唯一不动点 ,

(b ) in f{d (另
,

T 劣 )
:

巧X } == 0
.
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证 由(a )推
一

出(b) 是显然的
.

反之
,

能证 出集福d( 二 ,
犷劝

: 二〔X }有一最小元即可
‘

考虑集族

K
。
一

{
二〔X

:

“ ‘ ,
T “ ,《 1 一 a 一 ZC

Zn (1 + b一 c )
’

。。N

}
由(1 一 a 一 Zc) / 2”(1 十 b一 。)> 0和下确界定义

,

存在某介贬X 使得

匀(x 。
,

T 二
。

)( 1 一 a 一 Zc

Z n (l + b一 c )

因此K
。

是非空的
,

应用引理 l 的 (i i)
,

有
了 ,

,
_ _

。
_ _

、

一了 a + b + c 、
‘ , , _

,
_ _ 、 . _

, , _

,
_ . 、 、 、 , _

_

, 二
a 气1 万 , l y )长

;

气下一二
-
万又 j气。 、关 , 1 汤) 一 “ 、y , l y 少犷

.

节 汤 , y 七八
:

、 1
- U 一“

,

于是
,

对任意二 , y〔K
, ,

我们有

“‘T , ,

T 。)、
(

a + b + c

l + b 一 c )件卜告
又由于对任意二 , 梦贬K

。 ,

有

d (劣
,

再应用引理 l 的 (ii )
,

有

y) 《d (‘
,

介)+d (介
,

肠)+ d (知
,

妙

、(二
, 。)簇(宾华

二井〕{、(二
,

: 二) + ‘(, ,

: 。)}、冬
、l

- U - “
, , .

V x , g 〔K
.

因此
,
占(K

。

)《 i /
n ,

咨(T K
。

)《 1 /
。 .

所以占(T K
。

)( 1 /
。.

又由引理 1 的 (i )可知 T K
,

c K
。 .

于是{爹灭二}是直径趋于零
;

(即 叔厂戈二)、0) 的非空闭

子集的递减序列
,

而x 具有 cI P 性质
,

故序列 {宁对孟}有非空交
.

现证
,

对每一
。〔N

,

T K
o

c K
, .

对任一 二 , 〔死呱
,

存在序列仕衬二T K
。 ,

使得
: . 、户

.

显然鲡二丁y . ,
其中

并且

由T 的定义
,

d (之铸
,

d (z气 T z . )《d (之气 : . ) + d (T 梦. ,
T 之肠 )

我们有

: 尹 )

《
一

号魏聋
一

)
J(z*

, ·。 )十
(笠黔卜

(, 。
,

、。

从而有

d ‘“气 T “扮,《(
a 十 2亡十 r

1一 b一 c )
d ‘z ‘ , Z 。

, + 1一 a 一 Zc

Zn (1 + b一 c )

令m 、、
,

我们有

d (之气 T 之苦 )《
1 一 C 一 ZC

2 凡(1 + 丘一 c )
V 之井〔于灭又

故r可扁c 尤
。 .

这就完成了引理 2 的证明
.

定理 1 设X 为具CI P性质的凸度量空间
,

K 是X 的非空闭凸子集
,

如果映象

T
:

K , K 满足不等式
:

d (T ‘
,

T v )簇 ad (, ,

琴)十b {踌(劳
·

T x ) + d (梦
,

T 夕)} V 劣 , 夕〔K

其中
a 》D ,

b》 0 ,
且

a + Zb二 1
。

则T 在K 中存在唯一不动点
.
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证 设inf 招 (劣
,

T 劝林〔K } = 刀> 0.

d (% ,
T 劣)< 刀+ 。

秉 友
、

则对任一吧> 0 ,

存在某 劣〔尤
,
使得

由K 是凸的
,

所以
二= 。(.T 场

,

Ts 二 ,

1 / 2) 〔K ,

由凸性结构的定义
,

我们有
‘
“

‘(二
,

介)一

u(w 扮
幻 ? 阮

,

钓
,

介 )端衍认
。

、 .

1
, ,

~
。

,
、

1 2 ) 十
、

不口 Ll ’
劣 , 1 之 )

‘

并且应用不等式 (3
.

1) 和引理 1
,

我们有

d (2 ,
T劝 ( {d( T % ,

劝 十d (T
Z%

, 二 )} + b{d (%
,

T 劣 )十 d (: ,

T z )}a
i一2

, l (/
. ,

1 、
, ,

。
_ 、 .

1 。
_

,
_ 、

、

气百
Q

认
“+ ” 十了j

“ ‘劣 , ’ 义’一了
a 弋苏 , ’ ‘ ’了

十b

{
“‘劣

,
犷/ )十“(· ;

』

: /

)王
由此得出

己(·
, 、

: ·)
《绍六些击

工)
‘(二沙拼“‘二

,

助

其中 久= 忙奥些华
,

髻
1

‘、l 一 U 夕

选e < 刀(l一几)/ 几
,

我们有
- 一

笠 率
’ ,

卿< “

这就得出一个矛盾
,

所以 inf (J (劣
,

点
.

这就完成了定理 1 的证明
.

T劝
:

正K } = 0
.

由弓}理
一

2 可知
.

,
T 在K 中存在唯一不动

魔碑2
. .

设劣为具 CI P 性质的乃度鼻空间
,

K 是X 的非空闭凸子集
,

如果映象
T

:

K , K 满足不等式
:

d( 介
,

Ty )簇沁J (“
,

功 +b {4( 朴 你)+ d (y, 物)}

+ c {d (劣
,

了
’

y )+ d (g
,

T 劣)}
,

丫劣 , v〔K

其中0簇 a < 1 ,
b> o

, c > 0 ,

使得
。 + 。笋 0且

a 十 2b + 3口簇 1
.

(3
。

2 )

则T 在K 中存在唯‘不动点
. ‘ 一 ’ ‘

证 若 c “O
,

则定理就是定理 1
.

若c 特。和 in f {d (x
,

T x)
: 二〔K } = 叮> o ,

则对任一、> O ,
存在某正K

,

使得

d (% ,

T % )< 叮+ 尸
、

‘

由K 是凸的
,

所以
: ~ 叨(尸

二 ,

Ta 二
,

1/ 2 )〔K
.

由凸性结构的定义
,

不等式 (3
.

2 )和引理 1 ,

我们有

2d (二
,

T : )《
。
{d (犷, , ; 二 )+ d (尹、

, 二 ) } +
、

2b {d (二
,

T x) + d (二
,

T 二 )}

+ c {d (T 戈 , z ) + Zd (z ,

T z )十Zd (z ,

丁
么% ) + d (之

,
T

3 劣)卜
r

由此可得

叫言
、、二

,

二 )
+--;

一

“侃 犷/ ,
卜纳

“(‘
,

Tx , +

d(z
,

。 , f

二 「3
。

厂 。
、

。 , , _

仿 _ 、 , , _

。
、 .

1
, ,

~
、

、
‘

十C弓。 a L沉
, 1 % 少十 乙a 气名 , 2 名J 十。 气劣 , I x ) 十 厅 口 气劣 , 1 劣) 卜

、 乙 ‘ J
、

季
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T “
, 《(

Z a 十 Zb十 3 c

欢1 二b二口)

一

)
“‘劣

,
·

犷‘ , 一“‘“
,

T ‘’

其中

d (z ,

几=
Za十 Zb + 3公

2 (1一b一 c )
< 1

选
。< 刀(l 一元) / 几

,

我们有

d (2
,

了劝 < 刀
.
‘ 一 ’ 一

「

这就得出一个矛盾
,

所以 in f {d (‘ : 罗“ )
:

正尺卜 0.

由引理 2 可知
,

T在K 中存在唯一不动点
.

这就完成了定理 2 的证明
.

注 定理 2 不能出现 a = 1或a + c 二。的情形
.

例 1(K ir k [5〕) a = z的情形
.

设X = C [o
, 1〕

,

因C 〔o
,

i〕是 B a n a e h 空间
,

所以它是凸度量空间
.

一

K = {f〔C [ o
, z〕

:

f (o )二 o
,

f(1 ) = l
,

0( f(‘ )《 i }

显然K 是非空闭凸子集
.

定义映象T 如下
:

(T f) (t )= tf (*) V t〔[0
,

1〕

则T 映K 到自身
,

并且由

!Tj
·

(t) 一灯州
}一呱

一fzlj 引}了
1
一jz1I 粉印

,

月
、

可知
,

它满足当
。= 1的条件 (3

.

2)
.

但它没有不动点
·

了

:

例 Z a + 。= o ,

b = 1/ 2的情形
.

设X = l菊(C [o
,

1〕)
,

因l民 (C【o
,

.

1〕)是 C〔。
,

1〕中一切有界函数序列所成的 B a n a e h 空

间
,

显然是凸度量空间
.

-

K = 债f〔C〔O
,

1〕
:

f( 0) = 0
,

j( 1) = 1 ,
0《f( 幻《 l} 一

则K 中一切有界函数序列所成的子集F c l为 (C〔0
, 1〕)是有界闭凸集

.

定义映象T 如下
:

T {了
。

} = {j 升 V 八(F

其中上边的指数表乘方
.

则T 映F到自身
,

并且由

!}罗{了
。

}一犷{。
。

} }}(
一

三
一

{ }l{了
。

}一 T {了
,

} l{+ }{{。
,

}一犷{。
。

} l于二 , = j(尸)

‘

可知
,

它满足当
a + 。= 0

,
b = 1 / 2的条件(3

.

2 )
.

但它没有不动点
.

问题 张石生在〔1 〕中把度量空间中非扩张映象分为五类
,

作者认为后两类映象不动点

的存在问题
,

也可推广到凸度量空间
.

最后
,

作者衷心感谢四川大学张石生教授在本文完成过程中给予的关怀和帮助
。

〔1 〕

〔2 〕

〔3 〕

t 4 〕
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T , )《。d (二
.

, ) + b {d (二
,

T x )+ d (封
.

T u )}

+ 叮d (黑
.

勒) + 碑(g
,

T 二)}
,

V 二 ,

证K
,

in K
,

w 五e r e o《a< 1
,

6》o
, c > o

, a + e斗 0 a n d a + Z b + 3 e《 1
,

t五e n T ha o a

Po int in K.
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