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摘 要

本文提出一条加强形式的集值映象的 Car is ti 不动点定理
,

并用较简单的方法证明了毗d a n d

变分原理与这一加强形式的集值 的 Car is ti 不动点定理的等价性
.

本文的结果改进和加强了〔4 1中

的相应结果
.

l , 74年E ke la n d 〔‘’提出了下面一条变分原理
:
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,
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,
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1 9 7 6年C a r isti〔
“’提出了下面的不动点定理

:

定理2( 单值的C ar is ti 不动点定理 ) 设 (X
,

d) 是一完备的度量空间
,

设卿 X

一
〔o

,

。 )是下半连续函数
.

设T: X , X 是满足下列条件的映象
:

d( 劣 ,

T 川镇 甲(劝一 甲(T 劣 )
,

V %贬X

则T 在X 中存在不动点
。

这两条定理在近代非线性理论中起到非常重要的作用
.

它们在控制论
、

最优化理论
、

大

范围分析
、

B a
na

c h空间几何理论
、

非线性半群理论等方面 常 常 起到一些常用分析工具所难

以起到的作用
。

玲拍年E ke la nd
【“’
借助于定理 l证明了定理 2

, 198 7年史树中阵 ’用定理2也证明了定理 1
.

至此
,

定理 1与定理2等价性如何直接证明的问题被完全解决
.

一
沐 ‘

本文的 目的是得出
’

一

F面的加强形式的集值Car is ti 不动点定理 (见定理3下
,

并 用 较 简单

的方法证明了E如la 园变分原理 与这一加强形式的 集值的C ar i州不动点定理的等价性
。

因此

本文结果是〔4j 中结果的改迸和加强
。
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定理3 设 (X
,

d) 是一完备的度量空间
,

设 C B (X ) 是X 的一切非空集的集合族
.

设卿

X ” (一二
,

+ oo 〕是下有界的下半连续泛函
,

且 寺 + 00
.
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:
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现在我们给出本文的主要结果
。

定理4 定理 l和定理 3等价
。

证 定理 1 ~ 合定理3
。 小

任取屹X
, 价(u )今 + oo 及刀> 1

.

如果

甲(u ) = in f{沪(x )
: 劣〔X }

则甲(u )《甲(梦)
,

V 夕〔T u .

于是由条件(s )知
,

存在夕〔T
u ,

使得
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, y )= 0

故
u〔T u ,

因而
u 是T 的不动点

.

取
v = “ ,

则 (6 )
,

.

(7) 两式即被满足
.

故定理 3 的结论被证

明
。
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由(5 )和 (1 0 )
,

存在夕〔T
v ,

使得

d‘一 , , + , ‘v , ( * ‘· , 簇

户
d ‘一 。 , + * ‘v ,

由
.

于夕> 1 ,
·

且州的《切(的< + 。
,

故由上式得知

d (v
, y ) = 0

故
。冬 夕〔T 。

,

因而. 是T 的不动点
.

另由(8) 知(6) 式成立
.

其次
,

当。< e < 1时
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取口‘((e)
一
%

> 1
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.

故结论得证
.
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定理 1.
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用反证法
,
设在定理 1的条件下

,

定理 l的结论不成立
.

于是 存 在 某一久> 0
,
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,
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d (u
, 1

X 少户 币
-

几
(1 2 )

且存在某一y 。, y 。斗二 ,

使得

甲(y 。)《切(劣 )一
。几d (x , y。) (1 3 )

令

F (x ) = {y〔X
: y钾 戈且中(y) +

。几d (劣
, g )《甲(劣)}

, 劣( X

由 (1 3 )知 g0 〔F (劣 )
,

故F (劝不 空 , 另由中的下半连续性知 尸(劝是X 中的集
.

因而 F 是X 、

C B (X )的映象
,

且在X 中无不动点
.

另由F 的定义
,

对任一正X 有

、
一 1

,

a 气x , 夕)气 二jL甲气劣 )一 甲吸y ) ) ,

‘ 了‘

V 涯F (劣) (1 4 )

由定理3知F 在X 中存在不动点
。

矛盾
。

由此矛盾知 (13 )式不能成立
。

另外
,

显然(1 1 )和 (1 2) 两式也不能成立
.

这就是说
,

在定理 1的条件下
,

对任何 之> 0 ,

存在点
。〔X

,

使得结论(2 )
,

(3 )
,

(4) 成立
.

定理证毕
。
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