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摘 要
. _

:

本文首先讨论了较为广泛的连续介质材料的应力变形本构关系
,

得到了通常以泛函表示的应

力变形本构关系的张量表达式
.

以此为基础
,

研究了各向异性材料各向异性损伤时
,

无论从连续
;

介质力学模型出发还是从缺陷模型出发
,

描述损伤的张量都存在最肩阶次的限制
; 指出了在什么

条件下
,

损伤变量可用低于最高阶次的张量来描述
.

一
、

卜

对于各向异性损伤
,

不同阶次的张量来描述
·

’
「 .

!
_ 1

.

. 、

⋯
、 」

研究者从连续介质力学或不同的微缺陷件粤出岑
】

致丸于用年量或

K r a je in o v ie 『”从材料的微缺陷模型出发
,
对
砂

缺
嘛

用
瘾来描途

一

材
‘

杯药损伤
.

冷川en ko 和 K ““ h“n o v 〔“’用微裂纹的法向矢鼻和裂纹两的相对位移矢量的并矢构成 的 二

阶张量来描述损伤
.

M盯
a ka m i 和 O h n o[ “ 1

从微孔隙的配置出发用二阶张量 来 描 述 损 伤
。

Le
“ki “ 和 0 n at 〔弓’用材料内部微孔隙的数密度和体密度来度量材料的受损状态

,

指 出
’

用 偶

次阶张量来描述损伤
·

C hab oc h”〔
6 ’
从弹性模量的变么来描渗损伍

;
一

结果得到了八阶张量一
般说来

,

从不同的模型出发
,

对损伤 的描述可得到不同的矢量和不同阶次的张量
,

只要有理

论和实验依据说明模垫的企确性和适用范围
.

但亮
,

在毛4 J,r 〔5亏中的模型提出以后厂也许会使

人感觉到描述损伤的阶次愈高
,

描述材料的受损状态也愈完全
,

因而在构造模型时
,

可以无

限制地构想高阶次的张量
.

本文的目的在于说明
,

对午二类范由十分广泛的材料
,

无论是从

连续介质力学或微孔隙模型出发
,

在描述极端各向异性材料的极端各向异性损伤时
,

存在最

高阶次的限制
,

超过了这个限制
,

只能徒增数学上的烦恼和实验验证上的困难
.

另外
,

本文

还说明了在什么条件下
,

损伤可以用低于最高阶次的张量来表示 翻为此
,

本文第一部分将讨

论应力变形本构关系的张量表示
,

作为后面讨论损伤张量的预备
. 、

斌
4

二 r
_

:

一
、

本构泛函的张量表示

在理性连续介质力学的研究中
, 一
应力变形本构关系通常以泛函豹 形 式 出 现

,

下面将说

明
,

在较为一般的情况下
,

本构泛函可用张 量形式表示一
一

:-

物体多中的粒子X 在时间 r所估据的位置为 x ,
’

粒子X 在时间 t具有的 Can o h夕应力T应

由构成物体的全部粒子运动的全部历史 x ‘

所决定
.

理想物质本构关系的一般表达式为

.

李颧推荐
。
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T (X
, t) = 了 (x

‘ ,

X
,

t) (1
.

1 )

这里
,

了是以X
, t为参数的函数

x ‘的泛函
.

对于以变形梯度 的历史户作为运动历史的简单物

质
,

(1
.

1) 式简化为

T =
.

了

对变形梯度进行极分解
,

(1
.

2 )式的简化式
〔“’

(F
‘

) (1
.

2 )

得到刚性旋转 R
右

和纯粹伸长变 形 沙
,

即尸二 R
‘
U
‘.

于是
,

得到

于= 爸 (C}
,

C (t )) (1
.

5 )

式中
,

C ; = (U ; )
“

是从现在构形所测出的右 C a
o hy

一
G r e e n 相对形变张量的历史 , C (t ) = 沙是

从参考构成测出的现在形变张量
.

押(1
.

3) 分解成为两部分
:

T = T 皿 + T , (1
.

4 )

t : 二 爸 (l
,
C ) = K (C) (1

.

5 )

于, = 了 (J
,

C ) = 蛋 (C I
,

C )一K (C ) (1
.

6 )

式中
,

J(t) = C : 一l (1
.

7 )

了 (0
,

C )= O (1
.

8 )

在静止历史 J= 0 的情况下
,

应力了成为了
: ,

了
:

完全 由现在形变张量 C 决定
,

故了
, 是弹性应

力
,

(1
.

5) 为弹性本构关系
.

由减退记忆原理
,

考虑近的过去与远的过去对现时状态的不同影响
,

取影响函数h (: )
,

(0 (
: < 。 )

, : 是以现在作为原点随着追溯过去而增加的时间
.

h (: )满足

”(“) > o
,

{黔
’

(h(S ))一 o “
·

”)

时
,

能够定义一个绝对且一致收敛的广义积分作为范数
,

.}, (, ) .}一

[{了
}』(, ) !

:
*

:

(·)、·

〕
“ “

具有这个范数表示 的 lJ( t) l的集合生成 B a n
ac h 空间

,

若假定穿对历史的范数是 连 续 的
,

即

lim 了 (J + △J
,

C )二了 (J
,

C )

」1八J」卜
,
0

(1
.

1 0 )

则可对 B a n
ac h 空间 的元素了 (J

,

C )进行 T a y lor 展开
,

当在静止历史O对历史J进行展开

时
,

若存在一阶 F r o ch et 可微
,

展开式为
:

T ,
= 夕 (J

,

C ) = D 了 (0 IJ
,

C ) + 珊
;

(J
,

C ) (1
.

1 1 )

这里D 表示 F r己e h e t 微分标符
,

阮
;

有0 (IJJ }})的阶数
,

即

1im l}JJJ
一 ‘

珊
I

(J
,

C ) = 0 (1
.

1 2 )

{}Jj}。 0

若存在
n
阶 F r忱he 七 可微

,

本构泛函的展开式为
:

*
下
一 D ‘了 (0 4’⋯’) +

O (}}J }j
”

) (1
.

1 3 )

式中
,
D ‘了 (O }J

(1
.

6 )得

于
,
= 必 (J

,

C) 一乙

⋯J) 是了 在O历史处的 重线性映射
.

将 (1
.

1 3) 代入 (1
.

4)
,

并利用 (1
.

5)

, 一‘

(c)+ 序
‘

: D ‘了 (0 !J⋯ J) + o ({}J }}
”
) (1

.

14 )
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首先考察第一项
,

于: 二 爸仇 心)二K (c)
,

K (c )十 D 了(o 日
,

c) 表示粘弹性
,

‘

了,
应为线弹性

应 力
,

它仅由现时的变形C决定
,

故K (c) 满足

K (C , + C : )二 K (C ; ) + K (C
:

)
,

K (几C)‘服(C )
, 丫几二 e o n s t

,

所以K是线性算子
,

于是 (1
.

5) 可表示成内积形式

了: = K (C ) = K
o
C

·

(1
.

1 5 )

由内积的定义知
,
K。是阶次为四阶的张量

,

又了, ‘了百
,
C二 Cr ,

有K
。

= K百
,

即 K
。

是对称四

阶张最
。

.

_

(1
.

1 4) 的求和狩号中宜二主的项是 Fr枕五肚 一阶微分
,
也是线性算子

。

由 Fr 机址t 微分

运算法则
,
刀2 (。}Jc )可写成 Jac ob i 矩阵与生成的 B a n ac h 空间的集合的元素J的内积

‘7 ’,

御
-

力了 (0 }J
,

C)二
口分

。 , (0 )

口Jy - J , 。

(1
.

1 6 a )

球中了
口 , ,

Jy. 是夕和J的分量
,

由此可知口夕。(O) / a八
·

也是四阶对称张量
,

以 K :
表示

,

其

分量为

卿
。

一 旦会黔 (1
。

1 6 b )

同理
,

D
Z

, (“}, j
·
c ) 一⋯

条黔
‘, ·J

一会斋吕
,
一

‘一‘, ·

(1
.

1 7 a )

二
, *

林
,

;
一

_
、、

户
、

a :
宁忘

, (。)
、, 、 , ‘ _ : , , _ , ,

_
‘

_ _
二

_ _ _
·

~
、 ,

_
。、
~

, ‘ , , _ 。

一砂r 护 re
c 几 e工

导 双
一
万了一

万了一一刀不 砂r坷邢旅里
,

‘

匕 勺J “雏开唇
,

服刀洲权「浏 钊‘冰呈‘”. 妞 盔J甘 ‘ y -

兀帅
, .
二

a‘分
。 , (O)

aJ “a几
,

「 J‘。 (1
.

1 7 b )

依此
,

人

D ‘
了 (0 }J⋯ J)==

a‘夕
a , (汀)

口J
, 。口J ,。⋯口J

, ,

日‘了
。 , (0 )

盯石奋
~

几盯万口了汀

J , .

J‘。⋯J , ,

J 孙
,

⋯ J括 J , .

(1
‘

1 8 a )

得到对称四阶张量K .

K ‘。 , , .

二
口‘了

。夕(O)

打石二二百不王百瓦州
J , ,

⋯ J : -
(1

,

1 8 b袅

考虑到 (1
.

15 )直至 (1
.

18 b) 各式
,

(1
.

14 )成为
: 一

~

一
、

人

于= K . C + K I J+ K aJ+ ⋯ K
o
J+ o (IJ}}

”

) (2
.

1 9 )

当五书 。时
,

或在忽略
, + 1阶高阶微量的情况下

, 九 /

于== K。C + (K : + K : + ⋯ + K
。

)J

将
:

其记为

于二K了 (1
.

20 )

易知
,

·

K 为对称四阶张量
, 此即具有减退记忆的简单物质的本构关系的张 量 表达 式

,

它 与

T 决丈(F
‘

)这种以泛函形式表达的关系式是等价的
.

.

下二 K了与弹性本构关系了
: 二 Kac 形式上
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是相 同的、
因此

,

我们在下面各节讨论弹性物质受损后的损伤描述在很多情况下是适用于具

有减退记忆的简单物质的
.

一

沪

二
、

描述损伤变量的宏观模型

材料的弹性本构关系为
-

-

. .

·

T”K
:
三

- . ,

(2
.

1 )

(为方便计
,

这里使用的符号 与本文第一部分使用的符号不尽相同
,

不作说明时
,

下文都采

用本文这部分使用的符号公 (2 、1) 中仙长是弹性张量
,
E 为应变张量

.

材料受损后
,

性能劣

化
,

刚度下陶
一

本构关系为
‘

· 丫

丫 一
‘

、
- ·

、 一
、

T = K 尹 :
E (2

.

2)

这里K
产

为受损后 的弹性张量
.

为描述损伤
,

引入的变量应包含从K变化到 K
产

材料受损的全部

效应
.,

为此
,

定义中为

帷K
,

班
二‘

如
‘, ,、漏

, 。

二铆
, 。 :
充

, 。 , 。

这里 中为八阶张量
,

可以看出
,

从材料损伤 的卉构羊系上看
,

(2
.

3 )

包含材料损伤的全部效应的损

伤变量最高只需要八阶张量
.

这里最高阶次的意义是指八阶张量已足够描述材料受损的最一

般情况
,

亦即极端各向异性材料在极端各向异性损伤下的情况
.

阶数再高是不必要的
·

材料

受损后
,

应力
、

应变本构关系不再由线性关系给出
.

对于具有减退记忆的简单物质
,

由(1
.

2 0)

可以看
一

出
,

本构泛函仍等价于 与时间有关的对种四阶张量作用的线性变换
·

因此
,

上述关于

弹性效应 的特殊情况下的讨论也适用于一般简单物质
,

如 (2
.

3) 式对简单物质仍然适 用
,

只

是中为与时间有关的变量
· , 一

「 、

考虑到 K的对称性
,

知 中具有6 ‘= 1 2 9 6个分量这对于损伤张量的实验测量
,

模型的验证
及实际应用都是极为困难的

.

我们的讨论仅能
加

定损伤模型提出一个限制
,

并为其简化提

供 依据
。

下面讨论在什么条件下
,

损伤 张量可以甩较低阶次的张量来描述
,

从而可 以看出
,

在八

阶以下
,

损伤张量的阶次也不具有任意性
。

分别定义有效应力
、

有效应变

了二M
:
下

E = N
:
E

(2
.

4 )

(2
.

5 )

用有效应力
、

有效应变代替 (2
.

2) 式

、、产、.声

a认LJ
内O内D

:

这里M及N的分量M
‘, 。‘及N ‘了。‘

关于下标 ‘j
,
庵l是对称的

,

中受损材料的应力与应变
,

有受损材料的本构关系补
M

:
T = K

:
N

:
E

或
.

T = M
一 ’:

K
:
N

:

E

对比 (2
.

2)
,

有
_

K
‘
= M

一 ‘:
K

:
N或K 荟

J : ‘= M 刃
, :K 二 。 , 。N , 。。 : (2

.

7 )

比较(2
.

3)
,

又有

人
, 。;一

, 。一 M体
·

双产
, 。‘ (2

,

8 )

从 今的构造中
,

可以看出 i,

j
,
寿

,
I

, 二 , 。 ,

丸 q 这 八个下标的出现
,

是由两个四阶张量 令
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万疏袜和N 。‘, 。的外积而来的
,

而对几认和N , 。。 : 的四个下标是分别由与(2
.

4 )
、

(2
.

5) 相连的受

损前后的应力下标和应变下标确定的
.

可见八个下标可通过四对下标讨论
,

其中两对下标与

画力对应
,

两对与应变对应
.

又由应力张量与应变张翻的对称性知
,

每对下标是可互换位置

的一为说明这种关系
,

将八个下标用下图表示
:

fffjjj

户户户户户户qqq用用 昨昨昨昨

第一横排四个下标为受损前弹性张量的四个下标 ij 与 应 力

相连
,

脚 与应变相连
,

其关系由 (2
.

1) 确定
。

第二横排的四

个下标为受损后弹性张量的四个下标
,

袖与Pg 分别与应 力
,

应变相连
,

其关系由 (2
.

2) 确定
.

l’,

j
,

k, l
,

m.
” ,

P
,

q

共同构成中的八个下标
,

其关系式由 (2
.

3) 确定 ; 方框中每对

下标可互换位置
,

由应力
、

应变张量的对称性确定
.

方框中

的这些关系
,

决定了为简化 中而将 其 缩并时
,

下标个 数的

减少不能为奇数
,

因受损前
‘

(或后) 应力应变的对应下标为一个整体
,

应力下标 必与应变下

标同时缩并一个
,

否则中不能时确表示 出任何物理含义
,

这是本文在损伤张量的 讨论中给出

的第二个结论
.

室于人们用矢量来描述损伤
〔”, ,

是从微观模型出发引进的
,

与上面从宏观连

续介质力学出发得到的损伤张量只能为偶次阶的模型不同
,

本文将在第三部分另作说明一
上面的对应方框图还给出

,
在使用上述模型时

,

损伤变量中缩并后也不能为六阶
,

这 是

因为
:

(2
.

8) 式给出的中是M
一 ’与N的外积

,

而 (2
.

4)
、

(2
.

5) 中给出的M
,

N显然不能为兰阶 ,

另外
,

‘

在使用 (2
.

4 )
、

(2
.

5) 描述损伤时
,

它们是分别与有效应力假设
,

有效应变 假
一

设 对应

的
,

而这两个假设在物理
_

L是等同的
,

即在考虑 M
,
N 的 阶次时

,

不能一个取二阶
,

一个取

四阶
,

它们应具有相同钓阶次
,

可见中不能为六阶
。

综合上述结论得到
,

从连续介质力学中弹性张量的改变出发建立的损伤模型
,

损伤张量

的阶次不具有任意性
.

(严格地说
,

应为张量的秩不具有任意性)
.

最高只能为 八 阶
,

以下

依次只能为四阶
,

二阶和零阶
,

故研究者在构造损伤模型时
,

应考虑上述结论的限制
.

至于

人们为数学上的方便
,

将二阶张量用三阶反对称张量表示
,

这并不改变张量的秩仍为二
,

可

见
,

.

本文所说的张量的阶次实指张量的秩数
.

下面我们首先讨论损伤张量从八阶降低到 四阶是在什么条件下完成的
.

实际上
,

将 (2
.

8)

中的N取阶
‘,

即 N , 。。 : = M添
:
或将N取作单位张量 N , 。, : = d , , d。‘

,

亦或取 M流
。

二 d‘。占, . ,

则 有
-

咖。、。
q , M疏

。

对添
‘

卜 ’

(2
.

9)

或

咖。、
, , q“M流沪。人

:
’

(2
.

1 0)

或

咖”、, q == 氏. 几
,

N ,q 。
·

(2
.

1 1)

可以看出
,

这时的中的有效阶次只有四阶
.

这里
,

实际上给出了从最一般情况下八阶简化为

四阶的简化过程
,

在 (2
.

9 )中
,

·

只需讨论 功
‘, 。: = M刃

。: ,

在(2 .1 0) 中只需讨论功
‘, . 。

= M疏砂

在(2. 川中
,

只需讨论知
。一N, o l.

应甩(2
.

9) 表示的今变量
,

重复 (2
.

4 )到招
.

7 )的讨论可以看出
,

这样简化后的令导致的结

果实际上对应着 Si d 。拍ff ‘吕’
提出的应变能等效假设 , 由(2

.

10 )表示 的 中导 致的结果实
‘

际上

对应着 L e m ai tr e 冲 ’
提出的应变等效性假设

.

类似地
,

对(2
.

1 1) 表示 的 中进行同样讨论
,

结

果可同样得到一个应力等效性假设
,

当然无需作专门详尽的讨论了
.
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在许多情况下
,

.

四阶张量描述材料的损伤状态对模
产

型的验证仍很困难
,

用于工程实际也

不便
.

下面探讨作进一步简化的可能性气
_

并尽可能揭示其表达的物理意义
·

这里
,

只需讨论

如
。: ‘M从

:

这种情况
,

其仑庸况是类似的
气也

,。的四个下标中
, 四个

,

二对是与应力下标相对

应的
,

而应力的两个下标分别表示力作用的方向与力作用面的方 向
.

因此
,

简化后可取咖, . :
为

,

’
_

咖川 ~ 咖泌。 (2
.

12 )

这样简化
,

的物理意义在于
:

损伤过程中
,

一

只考虑材料劣化对力作用面的有效作用面积和方向

的影响
·

而不考虑其对各应力分量影响的不同
,

即对各应力分量的影响是各向同性的 ,

为减少应用力学工作者的麻烦
,

保证有效应力是对称张量
,

下面给出几种二阶张量模型

表示 的有效应力r 一
-

“
一 ‘

。= 乏
一

(。
、

于
: + 今

一l. , )
,
。‘,

、从奴幻 +蠕‘
。

) 。。一M ‘, 。 ”。。。

:
在

“
·

‘
-

厅二今
一 ’邝嘴

·

中
一““,

礼二
‘

(功褚
么

功彩,z) %
.

, M ‘, , . a ~

( 2
.

1 3 )

、声、、,
宁

J份匕口,二,占
-.2

0自矛r、
1了t..

_
1

, . 1
. ,

二
、

叮二 荞 气口平十甲口, , Cr “ =
‘ 几

一

, 去
(
“

。 ,

种钾勾) ‘
。
一旅汰

,
‘。

·

特别地
,

、

当材料初始各向同性且损伤发展备向同性时
,

上述描述损份的参数可进一步简化成

为一个标量
,

从而得到 K从助n ov 早年提出的标量损伤因子汽 数学上的处理易于进行
,

不

再赘述
· 二 ‘ 、

二
丫

.

二 以上的讨论
,

只限于从连续介质力学的方法建立损伤模型
,

为建立和探索新的模型提出

一些张量阶次的限制
,

以便研究者在实验数据的基础上有一个清晰的
‘

构 造模型 的 忍考 方

法
.

另外
,

上述讨论都是在三维空间进行的
,

这与下面要讨论的微观模型是不同的
,

不然将

上述结论认为适用于微观模型
‘

卜 ‘
.

三
、

描述损伤变量的微观模型

很多研究者不是从受损材料弹性张量K / 的变化来描述损伤
,

而是从观察到的材料 内部

的微结构来描述损伤的
, 或是通过损伤过程中其

一

它物理量 (如密度
,

电阻率
、

声速或声频)

的变化来反映材料的损伤
.

本文不打算对这种构造模型的方法作条理化的整理
,

一

这是份个十

分复杂的问题
,

但将其与连续介质力学的方法进行比较
,

也是有 意义的
.

事实上
,

材料在承载过程中
,

人们对材料微结构的变化认识是逐步深入的
,

分层 次的
.

随

着人们对材料微观特征认识 的深度不同
,

引入的对损伤有影响的变量也不同
,

还因研究者注

意点的侧重面不同而异
.

不过
,

总 的看来
,

·

考虑到微观结构的变化的认识愈深入
,

引入的对

损伤有影响的变量也就愈多
.

可将一个参数作为一个变量
,

于是
,

可用
n
个参数组成的

”
维

矢量咸 称 维空间中的张量来描述损伤
.

这样引入的参数不是从, 般宏观模型简化而来
,

一般

也可以不再是三维笛卡儿坐标系中
.

的矢量或张量
,

这与本文第二部分的讨论不伺
,

第二部分

的结论也不再适用二 文献〔1 」正是用这种思想方法
,

甩 释个扁平裂纹参数合成
·

k 个变量组成

的 k维矢量来描述损伤 的
.

由于损伤 的微观特性
、 ;

微孔洞或微裂纹的密度
、

取向和分布各异
,
考虑到这些因素对截

面净应力的影响
,

也可用不同
、

阶次的张曼来描述损伤
.

R ab ot 助
v 1 9 6 8年开始引进的连续性

因子 劝是这种思维方式的第一层次
,

实标上
,

、

他的模型隐含着镜孔隙
」

的取向
、

分布是
‘

各向同

性的假定
.

M ur “
ka m i o h”ot 吕’的模型是这种思维方式的深入

.

在邝〕中考虑了作用 面 积 的



关于损伤张量的阶次 2 4 5

减小对应力主值的影响
,

而不考虑面积的减小对应力各分量的影响
.

从而得到二阶张量 Q
,

这是一个与孔隙百分比有关的最
,

今t
, “喊

10 ’

对其进行了更深入的讨论
,

他对不含孔 洞 的 无

损材料的 C a n
ch y 四面体 的并矢特性和受损包含孔洞的四面体的并矢特性进行分 析

,

从而

找到了一个四面体斜截面上面积矢量变换的线性算子中
,

中为描述损伤的二阶张量
.

虽然在

〔1 0 3中为方便计
,

导出一个与二秩连续性张量中对应的三阶反对称连续性张量
,

但其秩仍 为
2 ,

后者纯粹是为数学上方便引进的
,

当然只能是反对称 的一
以上【3〕

、

【1 。」中从微结构的变化得到的二阶张量正好与宏观模型描述损伤的参量 中经

多次简化后成为的二阶张量相吻合
.

目前
,

损伤力学文献浩如烟海
,

但从微结构的变化描述损伤仍只限于矢量和二阶张量
·

笔

者认为
,

就力学范围而言
,

一切微结构的变化最终只 是对应力
、

应变产生影响
,

因而建立损

伤连续性因子函数或描述损伤的张量阶数也不应太高
.

任何精细的分析
,

考虑到损伤影响的

因素愈多
,

只会增加考虑问题的空间维数
,

不致也不必要增加损伤张量的阶次
,

即空间的维

数 。
随考虑的因素

,

的个数改变
,

但与应力
、

应变相联系的连续性因子的阶数不应过高
.

最后
,

我们需要说明的是
,

本文的讨论
,

不是直接提供一个损伤模型
,

而在于提供一个

在一类非常广泛的范围内
,

研究损伤建立模型时
,

存在一个数学上张量阶次的允许范围
。
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