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经过修正的层次流流动的流动稳定性问题

�� �
—

经过修正的平行剪切流的

线性稳定性研究
’

周 哲 玮

�上海市应用数学和力学研究所
,
�� �� 年 �� 月 � 日收到�

摘 要

’

本文根据奴 �� 给出的经过修正的层流流动的流动稳定性理论及平行剪切流中平均速度 的 一

类修正剖面
,

研究了平行剪切流的线性稳定性性质
,

对于平面� 。“��� 流动和圆管� � ��� �� �流动
,

首次得到了二维扰动和轴对称扰动也能造成失稳的结果
,

并给出了这两种流动在某种定义下 的 中

性曲线
。

我们现在研究 的层流流动是一种复合 的流动
,

其速度剖面为
� �� � 十面

� �� �

其中 � 为基本的层流流动
, � � 即为文〔�」中给出的修正速度剖面

。

其中 占是 一小参数
,

因为

�脚��
二

�� �
,

所以 占表明了修正速度剖面对基本层流流动 的修正程度
�

将 �� � 式代入文 〔��

中的��
�

�� �式
,

可知我们得到的线性流动稳定性方程是系数显含时间 � 的 偏微分方程
,

其求

解将十分困难
�

我们首先略去时间因 子
� � �� 时〕或

� � �� 一川〕
,

按照一般的流动稳定性问题

求解
,

在分析结果时
,

再考虑略去时间因子所包含的物理意义
�

在求解线性流动稳定性问题时
,

我们都采用契贝谢夫多项式展开
,

� � 。 法形成矩阵特征

值问题
,

用 � �算法求解
〔“’�

经过修正的圆管� �� ��  ! ��� 流动对于轴对

称扰动的线性稳定性研究

对于轴对称圆管� ��
�
� ��� 流动

,

设扰动流函数为
�

训二必�
� �� � �〔‘� �二一 �� �〕十 �

�

�
�

其中 � 为实数
,

� 二� ,

十纪‘,

�
、

�
�

为第一项的复共扼
�

可得到关于诱的方程
�

��
�

� �

朴 钱伟长推荐
,
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其中
“ ‘ ”

表示对
�
求导

�
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忍二 �一 � �
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由文〔�〕可知
,

采用前述算法
,

当 �� 。时
,

只需取�� 项偶 次契贝谢夫多项式
, 即可达到

�位有效数字
。

如 引入修正速度
一

部面 � 特征值计算结果的收敛性见表 �
�

在 以后的计算中
,

我

们取�� 项偶次契贝谢夫多项式
。

引入修正速度剖面后再计算特征值
,

发现在所有情况下
。‘
都有所增大

,

说明这种修正增

加了流动的不稳定性
�

刻 经过修正的圆管� � ��� �� ���流动的

契贝谢夫多项式逼近

引 � 二 ��� 加 超二 一 �阳
�

兜。阳卜���下
��

��
�

�
��
�‘�,�

…
�
�

�

�
�

心�

�
,
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图 �

反丈了广药 表万万 价…
一

了万了丁了万飞万甲
,

一

圆管 � � �� � � ���� 流动中修正速

度例面的振幅门槛值曲线

例 � � 二 �
, � 二 �� ���

当占二 �
。,

�� �
�

� � ��
, 。‘二一 �
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占二 一 �
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我们根据例 � 中的结果
,

选择
� ,
较大而修正剖面的衰减率较小的参数衅 , 一���

�

� � ��

来计算振幅门槛值
�

因为圆管 �。宜� �城� � 流动的临界雷诺数在� ��。到 ����� 之间
,

我们选择



经过修正的层流流动的流动稳定性问题�� �一
经过修正的平行剪切流的线性稳定性研究 � , �

� � �� 。。�作为算例
�

图�中给出了修正速度剖面的振侧丁槛值曲线
�

由于我们在计算中略去了

时间因子 �� � �阿〕
,

这里的门槛值是这样定义的
�

当占达到门槛值时
,

� �� �� ���
一
�比��盛����

波的增长率与修正速度剖面 的衰减率在数值上相等 �曲线 � �
�

�
一

旦超过 此 临界值
,

就会产

生 � ��� ������ ‘� ’
所 指 出的情况

,

在平均流动的修正衰减到可忽略不计之前
,

非线性的效应

巳变得十分重要 了
�

另一方面
,

如文 〔�」所述
,

我们可认为修正速度剖面是由湍流雷诺应力

引起的
,

也就是说我们的稳定性分析是在具有背景扰动钓条件下进行的
。

当背景湍流噪声一

直存在时
,

可认为流动中将不断产生 面
� 的修正而不考虑它随时间的衰减

, 占用 来 表示背景

扰动的强度
�

在这种假设下
,

门槛值可定义为较小的值 �曲线 � � 
‘

在图 �所取的参数下
,

修正速度剖面带有时间因子 ��
试‘。

�

� !∀ #’2 月
,

其有量纲的形式

为
exp f一 Z is

.
92 o zg vt份/

a Z 〕
,

其中
v
为运动粘性系数

, a

为圆管半径
.
在 L

eite 的 实验中
,

“
= ‘

·

”“7 5
Cm

, ,
= ‘4

·

“ 1“
一 ’

cm z/s

,

故修平速度剖面 的幅值衰减到原来的一半仅需要
”

·

””4

秒
。

所以如果修正剖面是由瞬时的扰动产生而又没有引起扰动 的强烈放大时
,

平均速度的变

化是不易观察到 的
。 - . 了

二
、

经过修正的平面P of se ul n e流动对于二维扰动的

线性稳定性研究 一
· ‘

.

倪
一

」

引进流函数 沪
,

满足

a沪
a戈

‘
(

2

.

1

)一一V,

.

扔下一口夕一口

一一
“

其中
u
为流向流速

, 。
为横 向流速

。

现在我们有层流速度剖面
u二 . + 占“‘

.
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设扰动流函数为

功
‘
”功(, )

e二 p 〔ia (x 一 C t)〕+ C
.
C
.

其中 a 为实数
,

C , 。,

+ ic
‘,

C

.

C

.

为复共辘项
.

可得关于 价的方程
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.
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其中
“ ‘ ”

表示对刀求导
·

以律的分析 叮如 p
rsz “(

.
1971 )t

‘’
) 证明

,

平两Poi
seu ill ‘流动木稳定的模庵夺井方向对

于中心是对称 的
,

在本文所取的半标系下
, ’
是 , 的偶卿数 , 我们考虏速度剖面的修手对这种

棋态的影响
,
一因此我们用偶次契贝议未多项式将层娜澳度 , 积热动唯称适<刃展开

,
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同第份节一样
,

我们用 T如法和矩阵特征值的

导数
。”

都用配点法决定其展开系数
,

一

其公式为
,

(
2

.

9
)

; 气

Q
R 算法求解

,

但层流速度
。 及 其二阶

兀州了

叫乒W
(j== 0

,

…
,

N ) ( 2

.

1 0 )

‘蛛一命黔
丁

可娜彩
一

卜
S
竿

‘

(0 雀俐劣N ) (2
.
11)

其中 云。= 西二 = 2 ; 乙,
= 1 ( 0 < j < N )

.

特征值计算结果的收敛性如表 2 所示
.

项式
· ’

-
- 、

表2 经过修正的平面P Oi”ui lle 流动的

契贝谢夫多项式通近

在 以后的计算中
,

我们采用29 项偶次契贝谢夫多

多项式项数

26

2 7

28

29

3D

3 1

39

40

41

特 征 值 C

0
.
505971+ 0

.
0067856犷

0
.
5 0 5 82 5 + 0

.
0 9 6 8 0 4 0 1

0
.
5 D 5 8 4 7 + 0

.
0 9 6 8 0 0 4‘

0
,

5
0

5
8

4 7 +
0

,

0
9

6 8 1 8 3 f

0

.

5 D 5 8 4 7 + 0

.

0
9

6 8 1 6 1 f

0

.

5 D 5 8 4
9

+
0

.

0
9

6 8 1 6 4 f

0

.

5 0 5
8

4
9

+
D

.

0
9 6

8
1

6 3 f

0

.

5 0 5 8
4 9

+ 0

.

0
9

6
8 1 6

3 1

0

.

5 0 5 8 4
9

+ 0

.

0
9 6 8

1 6
3
亡

a = 2
.
6
.
R = 2日00

,

咨= 一0
.
0 5
.
刀R = 2 9 8

.
石5通4

图 2 平面 P oi seu ill e流动中修正

速度剖面的振幅门槛值曲线

当 a = l
,

R = 1 0 0 0 0
,

d ==
0

e 尸
“0

.
237 526 49

, e ‘
== 0

.

0 0 3 7 3 9 6 7

这是和 O
rszag ( 197 1) 的结果一致的

。

引入修正速度剖面后
,

流动总是变得更为不稳定
.

例 Z a“2
.
5 , R 二29 00

当占== o
c ,

= 0

.

牙583 3 1
,

伪 = 一0
.
p 39 94 95

占二一 0
.
0 5 刀R 二 20

.
190 729 e ,

二 0
.
9 180 46

, e :
= 一 0

.
030 09 67

叮R = 5 9
·

6
7 9

5 1
5

c
,

= o

·

9
6 1 9 4 2

, c 。

一
0· 0 斗39701

刀R 二 118
.
8 9988 c ,

二 0
.
67 18 16

, c .
= 0

.

0 6 4 0 6 2 1

祖== 197
.85781 c,

二 0
.
778 15 0

, e ‘
= 0

.

0 6 5 9 3 6 6

刀R 二29 6
.
55 44o c 一二0

.
50 554 7

, c ‘
= 0

.

0 9 6 5 1 5 5

‘

图 : 中给出了平面 P
ois eu ill 百流动中修正速食剖面的振幅门槛值曲线

.
其中曲线 I 的定

义为 T ol l正通‘。污盛li
c
址她g 波的增长率与修正逮度剖面的衰减率在数值上相等

,
几

而曲线 I 是

假设背景湍流噪声一直存在
4.
我们选择使圈线 I的幅遣较小的参数绘出曲线

.
虽然 这 里 的
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____
些_

刀R 值较大
,

但曲线
.
1的最小幅值 2

.
13肠 低 于枕= 118

.89988时 的 数 值 2
.
53 务

,

与祖二

19 7
.
85781 时的数值

」

2

.

04
肠 大致相等

,

但引起的扰动失稳更为强烈
.
在 N 括h

o k二的 实验中

h= 0
.
73
om , , 二 14

.
8
x1
0-

“。
m
z/s

,

修正速度剖面的幅值衰减到原来的一半仅需 。
.
0 0 8 4 秒

.

但在这种情况下引起扰动强烈放大的门槛值仅为主流最犬速度 的 2
.
1肠
.
所以修正速度剖面

对于流动失稳的实际影响并不取决于它衰减的快慢
.

三
、

经过修正的平面C oue tt
e流动对于二维扰动

的线性稳定性研究

经过修正的平面 C ou
ett e流动线性稳定性问题的有关方程与第二节中的各方 程 基 本 一

致
.
但此时基本的层流流动不再是 (2

.
3) 式

,

而是

拉二护
,

(3

.

1)

由于方程的系数不再是 y 的偶函数
,

所以特征函数也不能再分为对称函数和反对称函数

两部分求解
.
我们用全部的契贝谢夫多项式来展开层流速度

。
和扰动函数

‘

必(y ) “
_

适(舒)‘习
。。

T
。

( 夕)
( 3

‘

仑)

。
= 兄b

oT 。

( 梦)
(3
.
3 )

计算方法仍同第二节一样
·

此时计算的收敛性见表 3
,

在计算中
,

我们采用 50 项多项式
.

表3 经过修正的平面 c
。。
et te 流动的

契贝谢夫多项式通近

多项式项数 特 征 值 C

0
.
116286+ 0

.
06肠21分i

0
.
116288 + 0

.
0863石28‘

0
.
1 18 2 9 2 + 0

.
0心5331污‘

0
.
1 16 2 8 6 + 0

.
0 6 5 3 4 6 1 1

0
.
1 16 2 9 2 + 0

.
0 6 6 3 3 7 6‘

0
.
1 16 2 8 T + 0

.
0 6 5 3 4 2 7 1

0
.
1 16 2 9 1 + 0

.
0 6 6 3在001

0
.
116288 + 0

.
065341笋该

0
.
1 1已2马0 + 0

.
0B6341Q‘

D
.
1 10 2 8 9 + 0

.
0 8 5 3 4 0 8城

0
.
5

图 3
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口
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月
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平面co u. tte 流动中修正速
魔剖面的振幅门槛值曲线

拐打拐49505152洲乳65

口= 4
,

R 二1430
,

己二0
.
06
.
刀R = 1恤了

.
色肠丫8 1

当 占= o 时
,

由于平面 C
o
ue tte 流 动 的对称性

,

扰动总是 以一对向相反方向传播的行波

形式出现的
。

当 a == 4
,

R 二75 0
,

衰减最慢的一对模态为
C = 士0

.
宁478 34 一0

.
00 766 551

这个数值和 D
eard off (1962 )t‘ ,中的图 i 是吻合的

。

引入修正速度剖面后
,

流动变得更为不稳定
,

但流动原来的对称性已被碑坏
,

·

扰动不再
以成对的向相反方向传播的行波方式出现

,

向相反方向传播
、

的扰动彼数巳不相风
‘ ,

例 3 a二一, R = 2 9 Q 0
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占二 , 0
.
0 5 刀刀‘却

.
190729

刀刀= 5分
,

6 2 9 5 1 5

城尹1 18
.
8 9988

祖= 197
.85781

研二2 96
.
5 544 0

”左== 4 14
.
989 9 9

c ,
= 士0

.
71仑3 0 0

-

e ,

~

:

一仓
.
71 013习

,

c ,
二Q

.
2玉4 0 3 1

一

,

c ,

二0
.
14 3694 ,

汽二0
.
1169 18

,

e 护
二 0

.
0 8994 72

,

e
,

、o
,

。g傀巴。吞
,

自= , 0
。

0
810

8 6 孚9

c ‘二 , 0
.
062 510 3

“= 0
.
1 0 1 7 6 3

c‘
= 0

.

1 3 7 4 4 2

c 垂= 0
.
1 3 3 6 2 1

c ,
= 0

.
1 1 7 2 9 0

试~ 0
.
09 63 44

图 3 中给出平面 C
o
ue tte

.
流动中修正速度剖

一

面的银幅门槛值曲线
·

其中曲 线 I 的定义

为T ol lm i
en 一

Sc 扒i
ch ti ng 波的增长率 与修正速度剖面的衰减率在数值上相等; 而曲线 I 是假

设背景揣流噪声一直存在
. -

四
、

经
“
自由模态

”

修正后层流流动的线性稳定性性质

我们把文 [l 〕中所提到的
“

自由模态
”

解也作为修正速度剖面莱进行计算
,

发现这种解

也能引起流动的失稳
,

其程度与我们定义其流量为零的修正速度剖面极其相似
.

·

诀4 圆管p ol, eu 川.流动经
·

自由模态
”

表. 平面P 。!: eu “le 流动经
“

自由模态
”

修正后的计茸结果 修正后的计算结果

特 征 值 C 特 征 值 C

一 3 0
.
4 7 1 5 0 4

一7 4
.
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一 13 9
.
0 3 0 4 7

一 2 2 2
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9 3 1 7 7

一 3 2 B
.
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0
.
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0
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0 3 2 3 1 6 8 f

0
,

9 1 2 8 4 4
+

0

‘

0
2

7 6 0 1
了i

0
.
6 9 4 9 5 5 + 0

.
0 3 6 2 1 3 4‘

2 2
.
2 0 6 8 10

6 1
.
6 8肠02 9

12 0
.
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19 9
.
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2 9 8
.
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4 16
.
9 9 0 7 8
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一 0
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表6 平面C ou et t.流动经
“

自由模态
”

修

正后的计算结果
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关于线性稳定咖
中性曲

‘

线

林家翘在1945年就给出了边界层流动和平面手oi
seu ill e流动线性稳走性的中性曲线

.
然

耐平面 C ou “馆流动和
一

圆昔 几招比111
。流动连一个中性点都无法得到

.
实 验 申已 有 迹象表

明
,

不受干扰的翻誉Po 流滋11
。流动确卖是稳定的

. ‘

但在平面c。此什e 流动的实验中
,

由于

难以消除干扰而无法证实这一点
,

我们只能从理论分析和计算的结果判断这二者属于同一类
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问题—无穷远分岔问题
.
从前面的讨论可知

,

对这类问题环境干扰的影响十分重要
,

因此

我们用修正速度剖面来反映背景于扰的影煦
·

弃周‘ , 中我们绘出亨背景扰动下卿管Po is
e二

·

il1e
流动和平面和

;·,
晒妙黔稳定助缈

线
· ~ 一

二
,

扮
,

、
二
1

、一

。: ,

份

勺左二1 18
.
a 。孚弓已

脚R 二 一 2 1 8
.
9 2 0 1 9
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·

图 4 背景扰动下圆管 p。:eu 川.流动的中线曲线 图 5 背景扰动下平面 C ou et te 流动的中性曲线

首先我们必须注意
,

小扰动的增长还不能保证整个流动失去稳定性
,

以后我们将会看到

在圆管 Poi
s
eu ill e流 动中非线性作用一开始是使扰动衰减的

,

只有小扰动的增长达到一定强

度之后才会引起整个流动的失稳
.
其次从图中可 以看到

,

千扰的程度对中性曲线的形状和范

围有很大影响
.
而且中性曲线的形状与边界层流动及平面 P oi seu il le 流动的中性曲线不同

,

并没有反映出林家翘所指出的粘性对沐动失稳的双重作用
.

至此
,

我们用经过修正的层流流动的线性流动稳定性理论对平行剪切流的三 种 基 本 流

动
:
圆管 P

oiseuille 流动
,

平面 Poiseuille 流动和平面 C
ouette 流 动都进行了分析

,

发现考

虑了基本层流流动的修正之后
,

三种基本流动都会出现不稳定的情况
.
我们仅讨论了最简单

的扰动
:
轴对称扰动和二维扰动

.
在这种扰动下

,

圆管 P oi
s
eu ill

e
流动和平面 C

o
ue tte 流动

可能失稳的结果还是首次得到
.

在更复杂的扰动—非轴对称扰动和三维扰动的情况下
,

流动稳定性问题的方程和计算

虽更加复杂
,

但应用我们的方法显然不存在根本上的困难
。
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