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本文利用阶梯折算法 r且〕,

得到了非均匀圆柱壳非线性轴对称变形的一般解
.

文中导出了在任意

轴对称载荷下求解非均匀圆柱壳非线性弯曲的位移和内力的一般公式
,

并给出一致收敛于精确解的

证明
.

问题最后归结为求解二元一次代数方程组
,

文末给出算例、算例表明
,

羌论内为和位移都可

得到满意的结果
,

并收敛于精确解
,

, . ‘ _
· ;

一

一 己 ! 坦犷
、 J . 「马

非均匀圆柱壳在工程中应用很广泛、 许多学者对此作了大量的研寒
·

文献〔2一 4〕用解析法对变厚度柱壳弯曲问题作了分析
.

【5 〕用有限元法
,

【6
,

7〕用矩阵

迁移法对非均匀柱壳的弯曲问题作了分析
.

总的说来
,

用解析法求解
,

只适用于某些特定的

场合
,

对一般情况是无能为力的
,

用数值法求解
,

则得不到一个解析表达式
,

并且计算精度

签
.

而阶梯折算法求解这个问题
,

可以得到适用于‘般情况的解析式
,

并有很高的精度
.

可

以对解中任意的几何参数直接求导
,

给优化设计提供了方便
。 〕

文中利用阶梯折算法得到
一

了非均匀柱壳非线性轴对称变形的一般表达式
,

并给出一致收

玫性的证明
。

文末给出算例
,

表明无论是内力和位移都可以得到满意的结果广并收敛于精确

砰
。

二
、

非均匀变厚度圆柱壳非线性轴对称变形的初参数解
一 丫

-
,

‘

了

对一非均匀圆柱壳
,

长度为l
,

厚度为h(劝
,

弯劝刚度为D (二儿 半径为
r (x)

,

医模量为E (‘) 乳 泊松比为
, (幻

,

承骨轴对称的径向载荷
.

鲜
‘) 和轴向力 N

·

的作用

v
二

对壳径向载荷的贡献
,

其静力平衡方程为
‘

材料的弹
。

考虑到
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补
式中

。 , 。

一
柱壳中面内各点的纵向和攀向位 移 , M

, ,

M , 和 。
:
一
一柱壳纵向

、

环向弯矩

和横向剪力 ; N , ,

N
:

—
环向和轴向膜力 ; D (x) 一二弯曲刚度

,

等 于 E (x) h吕(x) 八 2 (1 一

v (劣) )
。

由 ( 2
.

1) 和 (2
.

2) 可 以得到用径向位移。表示 的平衡方程
·
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式中
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互(劣 ) = q ( 劣) 一 N
:
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用一般解析法求解 ( 2
.

3) 不是一桩容易的事
.

我们用阶梯折算法把柱壳分成N 个壳元
,

可以

把每个壳元看作是均匀 的
,

等厚度的和等半径的
.

设第i个壳元 的 区 间 为 【劣‘
一 : ,

二‘)
,

方程

( 2
.

3) 便可 以转化为常系数微分方程

D ‘
d 4功 (二)

d尹

一从
·

票
+
孕

, 。 (。 二。( : )
· 「

(二赶、‘一 : ,
二 . ) )

“汤 , f

( 2
.

5 )

式中下标 “表示所对应的变
一

量在第 i 个壳元的中点取值
.

此外还需满足在单元交接处的连续

条件
、
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在一般情况下有
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因此
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〔F ‘(二) 〕是方程 ( 2
.

5 ) 的齐次解
,

此外也不难求得特解
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把 (2
.

7) 式代入 (2
.

5 )
,

可直接验证(2
.

7) 在区间〔为
一 , ,

二‘)上是方程 (2
.

5) 的解
,

为满足单元

交接处的连续条件
,

把 (2
.

7) 代入(2
.

6)
,

并注意到
‘
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方程 (2

.

7) 和 (2
.

16 )即是求解非均匀圆柱壳非线性轴对称弯曲的一般解析解
.

当边界条件是
:

.
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.

1 6 )

夹紧时

简支时

悬空时

功= 切, 坛0

功~ M‘二 0

M
:

二O二+ N
:
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.

1 7 )

把已知的两端斑界条件(2
、、

1 7 )代入 (2
.

, 丸 即可得到关于初
一

参数 {。(。)} 的二元一 次代数方程

组
.

求出{占(0)t }
,

再代入 (2
.

7 )
,

便可求出柱壳住一点的内力和位移
.

如果有轴对称集中力尸和集中力矩M分别作翔在第i单元的‘和硫处、 注惫它和径向分布
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由 ( 2
.

7 ) 式便可求出有轴对称集中力尸和集中力矩M作用的非均匀柱壳非线性弯曲的解
.

三
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收 敛
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性 证 明
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.
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.

5) 分别写成算子方程
L
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菲 均匀圆柱 壳非线性轴 对称变形 一般解 :乳 ,

又 ‘功=q(劣 )(劣〔 〔劣‘一:,劣‘ )) (3. 2)式中 必表示用 阶梯折算 法求得 的解.因 为刁和又 ‘均为线 性算子, 因此内积

几,‘-- 二 ‘二, 万佩‘ 一“)林 件加 一系还 “)一” 一 ‘3.3)

这里 *。二: ,、:为 索伯列 未漏. 利用分部 积分,纳 毒一 时,粼〕 有lim彻 .AtD一又 从白圣恤 (A,。:功 一亩乍一万峥为 一万冲 的

N+ lim又 {一甲〔(Q 二+双.功‘ )一(O二+ N:功‘)〕 +中‘(M: 一材:)刀斗OO舀面

一 M:(犷, 扩)+(仍 L十从训 )(山一锄 州,i一。平 。 (3. 4)朴一1

当单 元交接 处连续条 件(2.毛) 和边界条 件(2.17) 满足时, 并令其 余4个未知 边界条件 对应的 共辘边 界条件 为零,则 可得 lim(A 铸切,tD一扔 )=0

‘瑞、“ 丫,-- 声一“ 一‘一 (3. 5)(.3 ,4)和(3 动中的. 一 了 、‘’二 、。._ _n,.,、‘八 。 ._d 肠,.谊 丫、, ._, 几_- 一,孟_ 。、

一 M盆一 一D(劣)导 墓福,Q: =一件井二 ‘D扛)一共 雀、l,A 朴二A ‘·: (3. 6)飞 ‘r‘’一 一‘一‘材 ’“一 d‘ 」、一‘一,一 d扩7’-一 “ ‘ ’‘’ “‘这 里一已假走 岭和Q: 斌二。,二二 :上连续 .由〔8〕 可得;当 A在已定 的边界条 件下有 逆期A 一

存 在时,A 斧在零共辘 边界条 件也有逆 .特别地 ,当 - ·;·‘尹甲=叨 ‘讼 〔 ,二 _、 ’_ 厂

时 ,有唯一 解甲〔牙 护,可使 杯言和Q :在区间[ x。,勺」上 连续.因 此可得lim{xN (。一。)2‘ 二二。 (5 .7)

· 刀六钾护翔 一” .’因 为。一功, d功/d二一 d幼/dx ,‘对:一材 :和口:一 O,在〔二。 ,二二〕上连 续,因此 有界.通过 (3、7)式 ,很 容易证明 。,d功/d 二,对:和 O:一致 收敛于。 ,d。/d, ,M:和 Q,.

l ‘ ,, : . - .’ 四、算 ,例

一个注 满水的水 池,如图 1所示.r “914‘4e m,占‘”8 .89em,占 。二35.56 em,l==7 92.4aem ,

材 料的弹性 模量刃= 2.IX10 恤g/cmZ ,泊松比 ,芍o,2‘ 水的容 重,=0. 001kg/c血 ,·将水 池分 成“个等 厚度圆柱 壳,每个 壳元的 厚度取壳先 买际厚 度的平均 值,载荷 也取实 际载荷的 平均 值,壳体 没有轴向 力作用。 表2给 出了n分别 等于5, 10,25和 4,5时,本 文解与 解析解的 比

较 结果.表 3给出随 n增大时 ,始端径 向位移, 和终端弯 矩M:’收 敛情况. 表4给 出非均匀 分成 11个壳元 的计算结 果,单元 交接处 的坐标如 表4所示 .解析解 取自文献 〔5升 本文已将 英

制 单位换算 成公制单 位. ’卜‘ 丫 _一从以上 算例表明 ,本文提 出的方 法,对解 决非均匀 圆柱壳任 意分布的 载荷和 任意边界 条件 下的轴对 称问题, 可以得出 较好的 结果.
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