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摘 要

本文应用应力杂交有限元方法分析了复合材料层合板的弯曲与振动
.

在本文中
,

首先根据修

正的余能变分原理
,

构造了一个适合于复合材料层合板特点的矩形应力杂交板弯曲单元
.

在单元

内
,

分层假设应力参数
,

在单元的边界上
,

根据 Y N S 理论的假设确定边界位移场
.

这样使得构

造出来的单元不仅能够考虑横向剪切变形的影响和局部扭曲效应
,

而且具有较少的自由度数
.

其

次
,

用此单元求解了层合板的弯曲与振动问题
,

并将计算结果与精确解进行了比较
,

比较表明二

者非常接近
.

这说明了在计算方面本文单元具有较高的精确度
.

一
、

引 言

由于应力杂交有限元方法在复合材料层合板的分析中具有独特的优点
,

因此
,

许多文献

( [.1 ~ 4孙都应用此方法求解层合板的弯曲问题
·

在文f l
’

〕构造的单元中
,

把层间节点位移取

作为诌亩度
,

绒蟋那锌杆梅适甩于层合板的分杯 但使得单元的自由度数随层数的增加而迅

速的增加
,

因而
,

对于蛋层板
,

其应用要受到很大的限制
.

由于此原因
,

文【
‘

2 〕提出了一个

单元
,

在单元内
,

假设 了一个炸续的应变场
,

由次个应杏场夹确宁每尽的 俞巾 编
.

冷粕当千

在无论多少层数的单元中只假设了一套应力参数
.

由于所假设的应变场只是各坐标的线性函

数
,

因此
,

所构造的单元不能考虑局部扭 曲效应
,

尤其在计算层合板的应力方面
,

会带来较

大的误差
。

针对这些情况
,

本文构造了一个单元
,

在单元内部
,

分层假设应力
.

参数
,

单元的自由度

取在板 的中面上
,

单元的自由度数不 随层数而变
·

因而
,

与其他单元比较
,

‘
、

本文单元具有较

少 的自由度数
,

而且又能 比较精确地描述层合板的特性
.

在单元数 目相同的情况下
,

其计算

工作量与文〔2 〕中单元的计算工作量相差不多
,

但计算精度比文仁2 1单元的计算精度要高
,

特别在应力计算方面
·

在单元数目比文【2 」所用单元数目少一些的情况下
,

也可 获 得 比 文

r
一

艺1转去精确的姑奥
.

叶开沉推荐
.
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二
、

理 论 部 分

在有限元分析中
,

修正的余能泛函可表达为如下的形式
、

11m 一

训
;

,

加
r〔“〕‘·, “厂一

肠
笼尸}T {u }Js + }

J S 吓

、, }·、。, d s
) (2

.

1 )

在层合板分析中
,

根据每一层不 同的材料特性
,

进一步将每个单元划分为。个子区 域
,

则泛函 (2
.

1 ) 可写为
:

瓜一到到{ 鲁
{。 (‘, } , [s 、‘) ] {a “ , }、。一

‘

{P (‘’}少 {u “’}d s
乡厂

。,

+

几
。。

“p
“ ) , ’‘一‘”“S

)} (2
.

2 )

式中
,

{a 内 }为第i子区域的应力列矢量 ; 〔S “
,

〕为第 i子区域的弹性柔度矩阵 ; 凌u( ‘’}为第i子

区域的边界位移列矢量 , {尸 “’}为第 ‘子区域的边界力矢量 , {户“ , }为第 f 子区域规定的边界

力矢量 ; 口厂
, ‘
为第

。
个单元第 i子区域的边界日厂

。 ‘
= S

。 。;

+ S
。 ‘+ S 。 , :、; S 嘶

;

为第
n
个单元第i子

区域边界力被规定的边界 ; 又
。‘
为第

。
个单元第 了子区域位移被规 定的边界 ; S

。 ‘
为第

n
个单

元第 f子区域 与其他单元相邻的边界
.

在使用泛函 (2
.

2) 时
,

若不计 体 力
,

所

设的应力矢量应满足每一子区域中的齐次平衡

方程
,

并且在边界 及
、 : _

上
,

必须 满 足 笼洲
’}二

扣 “’}
,

其中 佃 “’}是边界上 已知的位移矢 鼠
.

假
一

设每层的应力场为
:

{a “ , }二 [A (‘, 〕{刀
(‘, } (2

.

3 )

式中 [月“ ’〕系应力参数系数矩阵
,

是 二
,

的函数 ; 笼产
‘, } 系第 f层的应力参数

.

单元边界力矢量可由应力参数表为
:

王P “, }= [R “,

〕{刀“
, }

双
, 之

式中【R “)1 是由矩阵 [A “’〕的边界值所构成
,

第 ‘层 的边界位移假设为
:

4 ) 图 1

满足边界力方程尸
‘
= 二‘, n , .

{u (‘, 卜一 [L “ , 」{d “
,

} (2
.

5 )

式中 {小‘, } 系第 i层的广义节点位移
。

边界位移场 (2
.

5) 应满足单元之间的位移协调条件
.

将(2
.

3 )
、

(2
.

4 )和 (2
.

5 )式代入 (2
.

2 )
,

便得
:

“
一弓{睿(;

、、
(‘) ; · : H

( ‘)」、、
< ‘)} 一、刀

、‘夕}·〔。〔‘夕: 、。
、‘夕

卜 、。(‘), ·、。〔‘) ;
)}

(2
.

6 )

式中

〔。
f‘) : 一 { :、 、‘夕〕T〔s 、‘)」:、 “ , 〕、、

沙厂
n 犷
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。 (‘)」二 { {* (‘)〕
,

[乙(‘)」d s
,

王Q (‘)
}

, 一 {
。 王户(‘)

}
,
[ : (‘。〕J s

J a 犷示 J O 人;
·

由泛函 (2
.

6) 在单元 内部对各个子区域进行叠加后得
:

笼,
·

} ,
〔H

·

]
一

、,
·

}一、”
·

}’〔“
·

〕、“
·

} + 、Q
。}‘{”

·

}
)

,上今一曰了才.、

17 , 。
= 习

式中〔万
,

〕
,

[G
‘

]
,

L

{Q
。
}分别由[月

“’〕
,

[G “’〕
,

王Q
(‘,
} (i二 1

,
2

,

⋯
,

置组合而得
.

{少}
,

{少 }系整个单元的应力参数和广义节点位 移 矢 量
,

{J“ , } (i= z
,

2
,

一 二)组合而成
.

卫戈力a.
: ,

a’幻 几在层间应该是协调的
,

此协调条件可以表达为
:

(2
.

7 )

m )按照其特定 的 位

并 分 别 由 {刀
仁‘’}

,

、..刀LrJ...

0nUnU

一一

[a 二梦 a
二梦

a二
‘,
〕二 [ 0 0 仃〕

〔“二梦
” a
奋生

+ ‘’ a二
‘十 ‘’〕一 [ a二盆

, a
奋里

,
《

‘’

〔a二酬 弓黔 弓
‘
勺二 〔0 0 0〕

(2
.

8 )

将 (2
.

3) 式代入 (2
.

8) 式
,

可将此协调条件用应力参数表示为
:

〔B 〕{刀
e

}= 0

(2
.

9) 式引入泛函 (2
.

7 ) 中
,

通过变分
,

整理得
:

(2
.

9 )

用拉格朗日乘子将

二。 c
二 乙(尧{。

e

} , 〔K
。

〕{。
e

}一弋Q
。

} , {。
日

}) (2
.

1。)

一
‘’. ’

丫 、 2
’ 一 ’ “

一
“ “ ‘ 一

”
一 “

”
一 ’

,

{刀
‘

}二 〔〔万
‘

〕
一 ‘

〔G
‘

〕
_

, 〔H
‘

〕, ‘[旦1
全(￡B 〕〔万

‘

〕
一 ‘

〔B ]
, )

一 ‘EB ] [H
‘

〕
一‘[ G

‘

1] {d
‘

}

(2
.

1 1 )

式中

一仁K
。

〕= 〔G
e

」, [万
e

〕
一 ’

[G
e

〕一 〔G
e

〕, [万
e

〕
一 ‘[B 〕, (〔B 〕[万

‘

〕
一 ‘

[ B 〕r )
一‘[B ] [H

e

〕
一 ‘[ G

‘

」

在单元边界上根据YN S理论的假设 卜

多屠几冬节卓位移{少}可由中面上的广义节点 位移

{g
e

圣表示如下
:

笼少}二 〔W 」{r }
·

户
二

.

_ 一

(2
.

1 2)

将上 式代入 (2
.

1 0) 式
,

便得
:

“。

一军(孟
一

‘。
·

, 夕〔K 一, ‘“
·

‘一‘Q“
’‘“”

) (2
.

1 3 )

式中

〔K
‘

」二 【班〕气K 。〕〔研〕—
~

单元刚度矩阵

{Q
“

}二 {0 0} , 〔牙」
—

单元节点力矢量

(2
.

1 4 )

(2
.

1 5 )

从推导过程中可以看到
,

同时使用了每层的广义节点位移矢量 {占“
’

}和几何中面上 的 广

义节点位移矢量笼qe }
,

但最后作为单元 自由度的是几何中面上的广义节点位 移 矢 量
.

矢量

拍“ ’}可以不用
,

只要把各层的量按照矢量 {qe 圣的位置分别组合就可
.

本文 引用 {占“’}只是为

了计算上的方便
,

、

因而
,

在计算方面
,

不会增加多少工作量
,

用本文的单元计算时其工作量

与文〔Z J的计算工作量相差不多
。

在动力分析时
,

利用 H a m ilt on 原理
,

可推导出适合于层合板动力分析的泛函如下
:
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“
一{:)军{感(!

。

;孟
‘。,

‘) ,
’。(‘)‘·“

‘

”“厂 +

{
:

。*

;
‘J “”

’〔““
’

〕‘。“”“厂

一 { {尸。‘, } ,
{
。(‘, }、s + {

。

{卢“ , } {。“。}、s、下J
,

J a V
。, J 。

‘ i 月
(2

.

1 6 )

式中对
‘夕

系第 ; 子
一

区域的质量密度 ;
’ 三

{鲜叶系第 ‘子区域 内部位移矢量对时间的 导数
. ‘

在 (2
.

1 6) 式中
,

内部位移场 {砰
, }与单元边界位移场原则上可以独立假设

,

但为 了 方

便起见
,

在本文中采用 子与边界位移场相协调的内部位移场
.

内部位移场假设为
:

{“}
‘, }二 〔N (‘, 」王d “ , } 一 (2

.

1 7 )

将 (2
.

3 )
、

(2
.

4 )
、

(2
.

5 )和 (2
.

1 7 )式代入 (2
.

1 6 ) 式
,

经过整理得
:

军(;
‘“

‘

, , 〔M
·

〕‘“
‘

, 一

;
‘“

·

, ’〔K
‘

〕‘“
’

})
“‘

(2
,

1 8 )!
�

一一D仍H

式中〔M
‘

」系单元的质量矩阵
,

由每层的质量矩阵

仁盯
(‘, l二 (

, ,

p ( ‘) 仁万 “ , 〕奋〔刃
“ , 3、犷

J 厂 . 言
( 2

.

19 )

组成一组成之方法与组成刚度矩阵的方法相同
.

在
一

自由振动分析中
,

力矢量等于零
,

故泛函

( 2
.

1 8) 式中不包含载荷项
.

利用初始条件
,

由
’

(2
.

18) 式
,

可以得到求动力固有特性的特征方程
:

(〔K ] 一。
2
〔M〕) {互}二 o

式中〔K 〕系总体刚度矩阵
,

仁M〕系总体质量矩阵
.

( 2
.

2 0 )

三
、

各个场变量的假设

( 1 ) 单元 中每层应力场的假设
:

= 夕l
‘) + 刀二

‘’二 + 夕备
‘, y + 刀;盖, z + 刀;丢, 二 : + 刀{轰) 9 2

= 刀基
‘’ + 刀会

‘, 二 + 刀葺
‘’夕 + 刀{{

’二 + 刀;二, , : + 刀l各, y
z

= 刀石
‘’+ 刀石

‘)二 + 刀占
‘’夕 + 刀;孟, z + 刀l梦二 z + 刀;丢, y 二

一刀吕
‘) 二一刀“

) 二

一忿
一 (夕;聋) + 夕;浮

) ) + 口麦:
)

2
、 , _ ‘ “

”
-

一

一刀厂
, 二一斑

‘) 二一
芍

(刀招
。 + 刀“

。) + 刀;;)

2
、 ‘一

“
·

“
。 ,

( 3
.

1 )

、...,......沼几Jl

l
.....J夕

心叮嘴咭

幻
名
幻

J

劣‘/. 、名

aa

显然
,

( 3
.

1) 式满足应力齐次平衡方程
.

( 2 ) 单元中每层边界位移场的假设
:

在假设单元边界位移时
,

我们取层间的 二
,

梦和 z 方 向的位移
。 , v 和 切 作为广义节点位
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·

移 (如图 1 所示). 本文假设横向位移 切 沿整个单元厚度方向是不变的
,

以便与 。另
二 O 相 一

致
.

对于边界A B
,

可以写出其
、

边界位移为
:

-
’

一
、 一

‘
’

、奢注习.

!, lrJ戈a

(3
.

2 )了毛...,1葱1.,.弓夕

·
“一

孙喃
“
‘’

、

,
(l-- 劲

+

;柯
’

叫
)

)答
「

十

沂「
(·“

‘)
’

一。
;
‘) )

(
1一
杏)

+

(
。
;
‘)

一、
‘)

·

弃一 ;
‘·“

) + ·
“
‘, )
(卜J卜抓衅

+ 护)丢

+

沂[
(·“

)

一、
‘) )
(卜毛)

十

朴
‘) 一谬

切儿一(
‘一
誉)

+ 田
2

言

丫
/ a

同理
,

仿照 (3
.

2) 式
,

可写出其他边界的位移
。

( 3 ) 转换矩阵〔研 j
:

一

取几何中面上四个角点为节点
,

每个节点取五个自由度
,

三个位 移自由度
,

向的中面位移 “ ,

v, 份 , 二个转衡 自由度
,

即绕 二 轴的转角 氏
,

绕 y 轴的转涌内

示 )
。

即 , , 乡
,
2方

(如图 l所

在单元边 界上
,

根据 Y N S 理论的假设
,

可用几何中面上的广义节点位移将每层的广义

节点位
.

移表示为
:

一

城
‘, 二。L

十矶氏
: ,

_

。
沪= v , + 成0

: 1 , , 沪二。
,

_ ’

(3
.

3)

式中d
‘

为所求节点位移之点到几何中面的距离
.

同理
,

其他每层的广义节点位移可类似地甩

几何中面上的广义节点位移表出
.

由关系式
、

招
二

3) 就可获得转换矩阵〔附儿

( 4 ) 内部位移场假设为
:

衅 一

(卜几
一 g

+

篡)u
1 +

(卜

+

(之
一

篇)uz+ (之一器

卜争
一

器)
‘· + ‘。“, 1

“ + ‘,
,“

, 2

大器
u 3

器
‘“ + “’“, 3

+

器
一

)咐(艺
一
篇 (之 + l‘)o

r ‘

一
yJ吞

。
;
‘’一

(
1 一

丢
一
笔

+

+

(之
一
器)

一

器)
。2 +

(

v l
+

1 一 %

a

夕
-

, . r
口

劣夕

ab
(之+ l‘)8

: ;

(3
.

4 )

、lll11...eeeseseswelllfee斗r于llee卜Jee少

卜 器)
(· + l,) “一 +

~

器
热

+

嚣
‘· + “, “一 +

(艺
一

器)
。‘ +

(偿 器)
‘· 十“,、

叨务
‘, 1 一兰 一争器

一

)
。 1

+

(簇
一

器)
切 2 +

器
一

、 +

仔
“器

一

)、

式中l‘系第‘层中面到几何中面的距离
.

可以证明 (3
,

‘) 式在边界上与边瓤移协摘
.
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由 (3
.

2 ) 和 (3
.

3 )
_

式可知
,

在单元边界上 ,
_

变形后的法线是一条不再垂直于中面的直

线
.

而在单元内部
,

由于每层的应力场分别独立假翻
;

即每层的应力矢量扣“)} 是不一样的 盯

并且每层的弹性柔度矩阵〔S
“ ’〕一般也不相同

.

所以
, 厂

每层的应变 场扣
(‘’}二 〔S “’〕{a “ ’}随层

而异
.

根据几何方程可知
,

每层中草元内的位移
一

(除横向位移、外) 随坐标的变化关系也 不

相同
.

因而
,

在单元 内部变形后的法线是按层分段的折线
.

所以
,

这样构造出来的单元不仅

能考虑横向剪切变形的影响
,

而且还可考虑局部扭曲效应
.

四
、

数 值 算 例

( 1 ) 2层简支角铺设层合板的弯曲
‘“’:

在这数值算例中
,

所考虑的是一个方板
,

每层的厚度为h/ 2
,

其弹性数据为
:

边长为
“ ,

承受均声压加
。 ,

粗卿
总厚度为 人

,

E I ;
= 4 0 x 1 0

8

(p si)
,

E 2 2
二 1 0

8

(p si)
,

G z Z= 吞忍‘拼 0
.

5 x 10 . (p si)
,

v , 2 = v : a = 0
.

2 5 , a一 1 0
” ,

h = 0
.

2 “ , 口。二 1 0 0 (Psi)

本文计算了士0 = 5
’

弓 15
‘ ,

25
’ ,

35
’

和 45
’

时板的平面位移
。 ‘ , 。 ’

和横向位移 。
’

的值
,

结果列在表 1 中
,

一

由此表可以清楚地看到
,

本文用
一

8
一

K S网络所
·

算得的结果比文「2 〕用幼 火 1

网络算得的结果还要好
.

伺时
,

也可看到本文用1:0 x l。网络所算得的结果几乎与精确解二样
.

0

( 2
卜

) 层合板的应力分析
〔2 ’:

此算例中的层合板是三层〔90
‘

/0
’

/ 90
’

〕的板条
.

板厚为11
,

, 方向的宽度为I
, 二方向为无

限长
,

外表面的纤维平行于y轴
.

在y , 0和 y = l处
,

板条具有简支边界条件
。

板条承受正弦

载荷q 扭
,

功 = q禅以叼 /约
,

‘

其中q0 ” 1
一

00
.

板条的弹性常数及尺寸的数值如下
:

·

E , : = 2 5 x 2 0
6

(p si)
,

.

迅
2井 1 0 。(p s i)

,

召
, 2

= 0
. ’

s x lo
。

(p o i)
,

G : 3
= 0

.

2 义 2 0
。

(p si)
, , , , :

= , 2 。
~ 0

.

2 5 ,

l= 2 4 ,
h = 6 ,

’

S 二z/ 人二 4

; _ 弋 丫 一飞
, 代 r

弓之
一

/
一 /

乡性
, 确解

、

一

一
,
文[幻解

一
口

一 本文解

。一

阵轰 S二 4

护)

二爵
~ ‘

考份弓厂气才- 言一
-介一 护一一一办户一一称, 一右

哪 正应力礼
-

- 一

图3 剪应力
下

〕

图 2
、

图嚼中描出了用本文单元计算所得的应力厅
, ,

几
二

的数值结果及精确解 [ 6〕和文〔2

所获得的有限元解
·

图中无量纲参数 为 于 , 二外加
。 ,

几一
丫; ·

/ q0
, , ‘刁卜

一

从这二个图上可

以显见
,

,

本辛结果 与精确解吻合得很好
·

在计算应力方面
,

本文单元的计算结果比文〔
“〕单

元的计算结果要精确得多
.

{

( 3 ) 层合板动力固有特性分析
:

-

;

角钵设层合板的边界条俐口图 4 所示
·

板的铺设角为〔一45
’

/ 45
’

/ 一 45
’

/ 45
’

〕
·

材 料弹



复合材料层合板的弯曲与振动 3 3 宁

性 常数为
:

E ,
/ E

Z
= 4 0

,

G : 2
/ E

: 二 0
.

6 ,
G

, 。

/ E
Z = G

Z ,

/ E
:

二 0
.

5 , , 1 :二 0
.

2 5

勺翻切二口, = o

翻 = O

整整板板

翻. 0

口 二 O

功= O

幼 = O

叨 = O
夕
二
二 o

口
二
= O 口

二
二 0

. , 份。口, 二 o

怒子“‘ e’二。
·

如厂月
““一 。

匕』
. ‘口

二
“ o

图4 板的边界条件

在此例中
,

我们计算了不同长宽比 (a/ 句和不同长厚比(a/ h) 的层合 板 的 无 量 纲 频 率

、= 。as( 可凡ht) 告
,

其中。是层合板振动频率
,

p 系板的质量密度
.

层合板的基频的数值结

果见表 2
。

五
、

结 论

本文所构造的单元既能考虑横向剪切变形的影响又能考虑局部扭曲效应
.

为了适合层合

表 1

饮〔
一

⋯红
一

⋯
’

熬
一_ _ _ ’

一
_ ’

髯
一

瓜
一_

一
门

一

骊
一

万
一

平面位移

材 .

0 长 云

男= 百
,

, = 。

精 确 解

文 [2 ]

本
、

戈系 r

本 文 2

精 确
·

解

文 [2〕

本 文 1

本 文 2.

0
.

2 64 9 X 10 一 2

0
·

2 5 8 X 1 0 一2

以 2时 X IO一 :
-

0
.

2 6 4 6 X 1 0 一2

0
.

7 7 1 0 X 1 0’2

0
.

了5 3 X 1 0一2

0
.

了就x 蛋少
: ‘

0
.

了7 0魂X 10 一 ,

0
.

892 7

0
。

90 9

0
.

马0 0 1

0
.

893 1

0
.

0 11 3 6

0
。

0 1 12

0
一

0 1 1名

0
.

0 113 4

0
.

0 1 4 6 6

0
.

0 146

0 孟0 14 6 1

0
·

0 14 6 6

0
。

0 14 8 1

0
。

0 14 8

兮山
8

0
。

0 14 8 1

福高反矿一⋯
-

功
.

a a

x = 百
,

夕= 2

0
.

5 9 2 0

0
.

60 9

0
。

60 1

0
.

5 95

0
.

匀83 8

0
.

9牙9

0
。

9 90

0
.

0 840

0
·

94 5 1

0
.

9 6 0

0
.

9 5 0

0
.

945 5

0
.

9 16 2

O
·

哪吞

0
.

92 5

0
。

9 16弓

.

用10 x 1Q 的网络计算 ; ”用 8 x s的网络计算

表 2

1了
·

匆48

18
.

石5 7

17
。

盯

19
·

习4 8
-

1幼
.

7 5 0
-

18
。

80



3 3 8 邓
,

梁 波

板的特点
,

应力参数必须分层取
,

而在单元边界
_

I-. 可采用 Y N S 理论的假设
,

这样可 以构造

出精度较高的单元而且自由度数少
.

从本文的数值算例中可以看到
,

本文
.

单元用于层合板计算可 以得到精度 高 的 结 果
,

并

且
,

工作量不大
,

应用方便
,

计算简 单
二

_

长
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