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摘 要

本文根据文【门给出的经过修正的层流流动的流动稳定性理论及平行剪切流中平 均速度的一类

修正剖面
,

研究了平行剪切流的非线性稳定性性质
,

并在本文的假设下
,

把背景 湍 流噪声的千扰

引入了流动稳定性计算
,

对于平面Poi s eui lle 流动和圆管 P oi s eui n e 流动
,

得到了与实验趋势相一

致的结果
。

引 言

术叉研究经过修企的平行剪切流的非线性稳定性性质
.

所谓扰动的非线性性质包括以下

几个方面
:

1
.

扰动的非线性作用对平均流动产生扭 曲 ,

2
.

非线性作用使扰动产生各次谐波
,

且基波模态也受到非线性作用的修正
;

3
.

扰动的波速和其他参数都将受到非线性作用的影响 ,

4. 不稳定扰动的增长必须有所限制
,

不能无限增长下去
.

st ua rt
,

W
a tso n (1 9 6 0) 〔”提

出的展开方法
,

考虑到了以上的各个方面
,

但这种理论只能在偏离中性不远的情况下适用
,

因为它要求扰动的线性衰减率 (或增长率) a c ‘是一小量
.

在平面Poi se ui U e
流动情况下

,

由

于存在中性曲线 (c ‘“ o)
,

在中性曲线附近总可以使aC
‘
为任意小

.

而在圆管Poi se 成lle 流和平

面 C o
ue tte 流中却不存在这样的中性曲线

,

从而使这种理论的应用产生困难
.

此后
,
R e yllo lds

和P o tte r (1 9 6 7 ) t 4 〕,

l to h (1 9 7 4 )〔
”’
等发展 了不 同的算法

,

将S tu a r卜W
a t so n 理论应用于各种

不同的具体问题
.

其中
,

将R e v n o ld s和P o tte r 的方法应 用于 圆管 Po ise u ille 流动 (D a , e y 和

N g u y e n (1 0 7 1 )〔
。’)和平面C o u e tte流动 (E llin g se n (1 97 0 ) 〔” e t a l

.

)都得到了扰动振幅的门槛

值
,

但将Ito h的方法用于圆管P o ise u ille流
,

得到的结果却与D a v e y 相反
.

p a te r a 和O ‘s z a g

*

蔡树棠推荐
.
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(1 98 1) 〔
“’
对圆管Poi s e tti n e

流轴对称扰动直接用契贝谢夫多项式展开法进行数值模拟
,

得到衰

减的结果
,

因此认为对于圆管Poi S”“ il l,e 流动
,

R “y n ol d ”和Pot t“r 的方法是无效的
·

我们认为
,

周恒 (1 9 8 2) 〔。〕提出的人为中性方法在反映平均流动和扰 动 基 本模态的扭曲

上
,

比其他的方法更为成功
.

也许这两点对于研究偏离中性较远情况下的稳定桑
关重要的 ; 阶以在伞面Poi s e

公n e流动的亚临界情况下
,

周
伽结巢

与实疆待各
题正是至

畜续好
·

因此

我们应用周恒的人为中性方法来研究经过修正的平行剪切旅的非线性稳定性性质
·

这种方祛考虑到非线桂的影响
,

将抚动流角数先
一

扰动振幅
。和频率d方击作下列展开

必二劝
。+ 晰 十多叭 +. 伙 卜

一
‘

一

(1
.

1)

咖二州a, 0, 气川
一

(i * 1
,

2声
,

:. (1
.

2)

d a
/ d t == a c ‘a + 。A

,
+ 。么A

:
+ ⋯ (1

.

3 )

d o/ d t二 a c r

+ 。B
l
+ 。Z

B
:
+ ⋯ (1

.

4 )

其中
‘

势
。
二 A 叻

。

(夕)e ‘a

“ 一 c ‘, + C
.

C
.

二 a功
。e ‘(a ‘ 一 。’+ C

.

‘
.

(1
.

5 )

刁‘,

B ‘
都是川沟函数

并设 忍二石。十eu : (1
.

6)

在 (1
.

6) 式中我们要选择合适的
。和 u , ,

使得当以云。= 。一川:
代替“ 时

,

o rr 一S o m m e r fe ld

方程的特征值虚部““ 0
。

此时得到的特征函数功
。

已有所不 同
,

也就是说
,

平 均流动和扰动基

本模态的修正在这一步中都已给予考虑
,

我们可 以按可解性条件逐步确定五
‘,

B ‘,

再由(1
.

3)

式
,

令da /d t * 。
,

即可得到扰动的平衡振幅 (或振幅门槛值) (。 )
。 , .

从数学方法上来说
, 。:的选择是任意的

,

只要它满足边界条件且使得人为中性成为可能
.

周恒本人在应用这一方法时
,

采用由于基本扰动模态自相互作用而产生的零 波数解作为
u ‘,

而在其他的弱非线性理论的方法中、 这一解仅 作为对平均 流动的二阶修正
. ’

然而这一方法在

应用于圆管Poi se ui ll e
流动时

,

未能找到人为中性 (赵耕夫(1 9 8 6) 〔’。’)
.

‘

我们在文〔1〕中所得到的平行剪切流的修正速度剖面使得以下的两种作法成为可 能
.

·

首先
,

我们可以将我们所得到的修正速度剖面作为碗
,

用周恒的方法进 行计算
,

这样就

克服了在圆管 P“ is ““‘n “流动和平面 C O
ue ‘, “ 流动中找不 到人为 中性的困难

·

其次
,

我们钾这
种修正看作是背景湍流噪声中雷诺应力的一种影响

,

将其分离出来
,

研究这一影响对流动稳

定性的作用
·

下面我们将分别讨论这两种作法
·

在非线性计算中
,

我们采用有限差分法求解
,

并用Mul le r法搜索特征值
.

在圆管Poi se ui
-

l1e 流动的计算中
,

应用四阶差分格式
,

在 q簇
r 镇 1中有30 1个等距节点

; 在平面 P”15 ”“i11
”
流

动和平面c o
ue tt e

流动的计算中
,

应用与周恒教授同祥灼方法
,

即二阶差分格式用 N ; m e ro v

方法改进精度
,

在。《梦《 1 (对于平面 Cou
e tt e
流是一 1簇y簇 1) 中有3 01 个等距节点

。

二
、

用修正速度剖面寻找人为中性的解法

2
.

1 之平面 p o i: e u ille流动

这种解法用于平面 Poi s e ul ll。流动时的结果见表 1
.

用我们的修正速度剖面来寻找人为中

性
,

所得到的解答与周恒的结果十分类似
.

然而我们也可看出
,

所得结果是与修正速度剖面

的选择有关的
.

如选择刀R = 2 96
.

55 的修正速度剖面来寻找人为中性
,

无论是对小扰动的线性

特征值
,

还是对振幅门槛值
,

都不能得到收敛的结果
.

2
.

2 圆管Po ise u ille流动和平面C o u e 七te流动
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表 1 平面 POi , eu 山e 流动用修正速度剖面u ,寻找人为中性的解法

a 二 1
.

1
,

R = 2 0 0 G
, a c r

二0
.

3 37 了8
. a e 、二一 0

.

0 0 0 0 5

刀R
振幅临界值

Zn d 3 r d 4 tli
’

人为中性

2 0
.

1 9 1

5 9
.

68 D

1 1 8
.

g DD

1 9 7
。

8 6

2 06
.

6 5 1

一 0
.

0 0 了土8

一 0
。

0 4 3 1

0
.

0 0 88 5

0
.

0 3 80马

0
.

0 0 6 5 0

一 0
.

0 17 7 5

一 0
.

On马14

一 0
.

0 0 863

一 0
.

00 9 0 0

一 0
.

18淞9

一 0
.

0 0肠3

一 0
.

0 13 0 5

一 0
.

0 0 9 0 5

一 0
.

0 0 9 ! 9

一 0
.

0 0 90 5

一 0
.

2 3 1 0 3

一 0
.

0 0 90 3

一 0
,

0 1 1 9 4

}
一 0

.

0 0马0 5 0
.

3 37了4

1

攫{麟
{

端{:;:谁黑

0
.

3 3 7 7 6

0
.

3 3 7 7 9

0
.

33 7 7 7

0
。

盯 16 6

0
.

33 7 78

0
.

3 3 5 6 5

0
.

3 3了了8

0
.

3 3 7 7 5

0
.

3盯7 8

0
.

5 8 7了4

0
.

3 3丫7 7

0
。

3 3 7 15

D
·

D2 913

0
.

0 1 7 0 6

0
.

0 3 0 8

0
.

0 5 60

刀
,

0 1 7 3 1

0
.

0 12 0 0

0
.

0 1 2 9 9

0
.

0 12 4 0

0
.

0 9 2 8

0
.

0 1 7 9 7

0
.

0 0 8BI

0
。

0 1 0 14

0
.

0 0 8 84

0
.

0 09 2 3

0
。

0 0 8 8 7

注
:

表中a = A , 、。 + A Z、。, ,

6 二 A l、。+ A , 、。, + 月3 , 。3 , e = A , i 。+ A , , 。z + A 3 , 。3 + A 4 1 0 4 ,

J 二 a e 奈+ B 1 6。 + B Z。。, , 。~ a 。 ; + 丑。。+ B Z。。、+ B 3。。3 ,

f! a c ; + B 、。。+ B Z。护 + 凡
。。3 + 丑。。。4 .

在圆管 Poi s e ul n e流动和平面 C o
ue tt e 流动中

,

用人为中性方法没有能找到中性解
,

也可

能这是 由于在数值计算中扰动振幅6和扰动速度剖面 同时变化
,

从而难以 收敛的缘故
。

而用我

们的修正速度剖面
,

可以很容易地找到中性解
。

从表 2
、

3中可以看到
,

此时的结果非常分散
,

而且当
‘” 0时

,

所有的结果都不能收敛到

小扰动的线性特征值
,

从而不能认为这些结果是合理的
。

表 2 圆管Poi seu 川 e流动用修正速度剖面构寻找人为中性的解法

a ‘ 1
.

0
,

R ~ 10 0 0 0
.

a e r

“ 0
.

9了1 7 2
.

a e ‘= 一 0
.

0 2 8 3 8

产R j-
振幅临界值

Zn d 3r d 4 tll

一 7 0
.

8 6 0

一 13 6
,

0 2

一2 18
.

马2

一 3 3 2
.

5 8

一 4 4 5
.

9 3

一 6 89
,

0 生

{ 0
.

1 2 7 36

{ 0
.

0 5 3 6 7 1

{ 0
·

0 2 9了6

{ 0
.

0 2 18 3

0
.

0 2 0 3 0

{ 0
·

0 2 3 6凌{

一 0
.

19 2 13

一 0
.

1 1 9魂4

一 0
.

0了6触

一 0
.

0 5 10 5

匕 0
.

0 3 6 46

一 0
.

0 2 5 28

一 0
.

2 2 9了3

一 0
.

14 2 89

一O ;的 1时

一 0
.

0 6 2 6 9

一 0
.

04 4 06

一 0
.

0 3 0 4 1

一 0
.

2 5 7 5 4

一 0
.

15 9 96

嘴幻矛1吸13

一 0
.

0 7 14 9

一 0
.

0 5 1 24

一 0
.

0 3 4 2 6

0
.

了3 3 7 6

1
D

.

8 4 0 5 2

⋯
。

.

5舫 1。

一0
.

92 84 1

0
,

7 4 8 1 3 0
.

7 6 0 3 3 一
D

.

8 4 96 1

0
。

9的2 1

0
.

93 1印

O
‘

0 1了1 1 0
.

0 3 7 3 4

一 0
.

0 6 5 8 0

一 0
.

0 1 5 62

0
·

94‘98 一 0
·

9 4 8 1 8

0
.

9 5 4 7 8 0
.

9 5 6 3 8

0
.

8 5 7 54 一
0

.

9D4 7 7 一
0

,

933 83
,

0
.

0 1 2 2 !

0
.

0 5 1 6连{ 0
.

0 一6 9 0

o
·

9 5 8 3‘
;
o

·
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注
:

表2 中a ‘A , l e + 刃 2 , ‘2 ,

b ~ A l , 。+ A Z , e ’+ A 3 1。, , e 二 A i ; 。+ 姓: ;。’+ A 3 、。 3 + A ‘: 。4 ,

d = a e 今+ B l。。+ 刀幼。气 e 二 a e 牛+ B , 。。 + 几。e , + 几
。e 3 ,

f = a e 牛+ B 、。百+ B , 。。 2 + 乌
。。3 + B ‘。。4 .

表3 平面 C ou et te 流动用修正速度剖面 . ,寻找人为中性的解法

a = 1
.

1
,

R ~ 2 9 0 0
, a e r

= 0
.

7 2 86 2
, a e i= 一 0

.

0 7 87 1 2

刀R f
-

—Zn d
.

振幅临界值

3r d 4 th

尹
_

{
二
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_
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奔
⋯
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〕
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臀裹
.

注
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表 3 中a 二A : : 。+ A
z ,。 2 ,

‘ 一

‘二 a c , + 方
、。。+ 刀: 。。 , {

b = A
i , 。+ A : , e , + 火

3 1 0 3 , e = 只
; 1。 + 儿

; 。 , + 城5 1 0 3 + A 一

尸
,

e = a c 今+ B ;。e + B : 。e , + 凡
。。3 ,

f= a c 二+ B , 。。+ B : 。e , + 几。。3+ B.
。。4 .
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相对来说
,

平面 Poi s
eu ill

e
流动的结果虽与修正速度剖面有关

,

但几个剖面的结果仍然比

较接近
,

说 明修正速度剖面与实际的非线性影响还是比较接近的
.

但是
,

人为中性方法中的

扰动速度晰不能看作任意的
,

它必须在反映流动真实特性的条件下
,

才能得到满意的结果
.

三
、

修正速度剖面作为背景湍流噪声的一种影响的算法

从第二节中的讨论可知
,

人为中性方法的计算结果与扰动剖面的选择有关
.

如前所述
,

弱非线性方法是以O r r一S o m m e rfe ld 方程的特征函数作为基本函数而进行摄动展开的
.

在 引入

扰动剖面之后
,

基本特征函数已有所改变
,

由不同的扰动剖面就会得到不 同的特征函数
.

如

果我们把 L a n d a u 方程看作某一收敛级数的前几项截断
,

各种算法的差别看作是调整级数各

项的次序
,

那么得到正确解答的途径可有两条
:

一是选择合适的扰动剖面
,

最好是与实际观

察到的剖面一致
,

使得级数的前几项就能较好地反映 问题的本质
;
二是计算高阶项系数以检

验级数的收敛性质i

我们从物理直观上考虑
,

既然流动是在具有背景湍流度的环境中
,

各种复杂扰动的非线

性相互作用产生的零波数成分必然对平均速度有所修正
.

如我们在文 [幻中所指出的
,

可以把

我们所得到的修正速度剖面看作背景湍流度的一种影响
.

我们以经过这种修正的层流速度剖

面作为研究对象
,

以周恒的人为中性方法作为数学处理的手段
,

对平行剪切流的非线性稳定

性性质进行研究
。

此时
,

(1
.

6) 式变为

. = 1 一 y“一占甸 = 云。+ 翻 : (3
.

1)

其中
u ‘是我们的修正速度剖面

,
脚仍按周恒的办法在计算中得出

.

(1
.

3) 式可以写成以下形式

d a / d t= (A , , 。 + A
Z , 。2

+ A s: e 3 + A . ; 。4 )a

+ (A : s。么+ A
s 。。8 + A ‘s砂)a 3 + A ‘。召4 a 6

(3
.

Za )

或 d (。a ) / d t== (A ; le + A Z ;e Z
+ A

3 , 。s + A
‘, 5 4 ) (。a )

+ (月
2。

+ 月3 3。+ A
‘5 0 2

) (。a )
“
+ A

‘5

(。a )
5

(3
.

Zb )

首先我们选择修正速度剖面的幅值
,

使第一级线性方程的解达到中性
,

此时
“: = 。

.

严面
Poi se ui n e

流动关于扰动振幅的发展方程成为

d a
/ d t= 3 0

.

2 3 5 0 2 a 3一 4 2 4 0 3 0 0 4 a 5

(3
.

3 a )

或 d (e a )/ d t= 3 0
.

2 5 5 (ea )
”
一 4 2 4 0 3 0 (。a )“ (3

.

3 b )

而圆管Poi s
eu ill

e
流动关于扰动振幅的发展方程成为

da / d t= 一 1 7 6
.

6 10 2 a 3
一 1 1 8 2 1 0 0 00

4 a ‘ (3
.

4 a )

或 d (。a )/ d t== 一 1 7 6
.

6 1 (。a )
“
一 1 1 8 2 1 0 0 0 (。a )

“

(3
.

4 b)

这说明在平面 Poi s
eu ill

e
流动中

,

当小扰动的线性增长率为零时
,

非 线 性作用中的三阶

项使扰动增长
, ,

而五阶项使扰动衰减
,

从而有限振幅的扰动可达到一振幅平衡值 ; 而在圆

管Poi s
eu ill

e
流动中

,

高次谐波的非线性作用都是使扰动衰减的
.

我们变动修正速度剖面的幅值
,

使得流动处于亚临界或超临 界 状态 (表 4 ,

5 )
,

可以看

到在平面Poi s
eu ill

e
流动中

,

高阶项也进行调整
,

仍使有限振幅的扰动存 在 一 门槛值 (或平
衡值) ; 在 圆管凡ise

o

ille 流动中
,

当小扰如哗性增长率大于零时
,

高阶项 的 作 用仍是使

其衰减
,

从而可得到一振幅平衡值
,

形成所谓超临界稳定
,

仅当修正速度剖面的干扰达到一
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定强度
,

高次谐波才有促使扰动增长的作用 (当己= 0
.

0 3 4 75 时
,
月

‘。

由负变正 )
.

在下一节中

我们将会看到
,

当雷诺数较大时情况会有所改变
.

‘

由计算结果可知
,

平均流动的扭曲对圆管 氏is o ui l拢 流动的失稳有着重要意义
.

只有这

种扭 曲达到相当程度后才会弓随流动的强烈失稳
,

这也正是 I
J o ite 在他的实验 中所发现的现

象
·

一

,

在非线性问题的数值计算中
,

我们可用线性稳定性分析契贝谢夫多项式展开法程序算出

中性情况下的省值或d为某一数值时的特征值
,

然后将所得结果作为初值代入非线性计算
,

一

般情况下这两种算法所得的特征值可有三位有效数字相同
,

有时可达 五位 有效数字
.

因为非

线性计算时用牛顿法在复平面搜索特征值
,

需同时变动特征值的实部相虚部
,

如初值不很接

近真实值 , 收敛性无法保证
·

而线性计算时使用QR 算法
,

可直接算出特征值
,

在寻找中性解

时
,

也可仅变动占
,

寻求 !。 }的最小值
,

成为在实轴」: 的一维搜索
,

此时牛顿法的收敛性大为

改氰 即使初始值离真实值较远
,

一般经过五次迭代即可找到中性解
.

在上海市应用数学和力学研究所的 V A X一 1卫/ 7 5 0机上计算
,

对于平面 Poi s e ui n 。 流
,

找

到中性解约需C PU 时间 1分钟
,

其中每次线性特征值计算CPU 时间为 12 秒
,

然后进行的非线

性计算约需C PU 时间47 秒 , 对圆管PQ is e”
ill

e
流动

,

找到中性解约需 CPU 时间 3 分5 0秒
,

其

中每次线性特征值计算CPU 时间为38 秒
,

随后进行的非缘性计算约需C PU 时间 1分56 秒
.

可

见
,

由契贝谢夫多项式方法寻找中性解虽较有保证厂但需要机时较多
,

我们仅在用差分法直

接搜索中未获结果时采用这种计算方法
. 、

四
、

关于扰动振幅门槛值

姿说明计算结果的合理性
, .

必须与实验进行比较
.

在这一节里
,

我们将讨论二个算例
。
咖

\ Ni
sho k 。〔“ ’

等入关于平面 Po ise u
ill

e 流动的实验给出丫扰动振幅 门槛值与波数或频率的
关系

.

在他们的实验装置 中
,

当雷诺数为 8 0 0 0层流流动仍得以维持时
,

背 景 湍流度控制在主

流最大速度的。
.

05 肠左右
.

我们也取修正速度剖面的幅值 }d {= 0
.

0 0 05
,

如图 1 所示
,

引入背

△ o d = 一0
.

0 0 0 二

△ d = 0
.

Q

- 一 N ish o k a

景湍流度可降低振幅门槛值的最小值
.

而 且加

大扰动程度
,

‘

当 !d !二 0. 0 0 0 8时
,

计算点即可落

。
‘

6。
月坚三些

0
·

50 }
。

。一
}

‘

。
·

3。

{
0

。

2 0 卜

R 二 1 3 000 f= 35 e阳

套筒下游 3 倍直径

套筒下游5
.

6倍直径
套筒下游6

.

6倍直径

0
.

10

泛宕甘
雌闷。占s!之拭一稼一
从.日一日一卜、

d0 伸 或 N汕
“
ka 的刀

图 1 计算所得振幅门槛值与实验的比较

尔 。汀 刀气2 仄丁而万共西下在
二

半径(时 )

图2 小扰动情况下扰动振幅径向分布
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在实验曲线上
.

L e ite (1 9 5 9) 〔‘2 ,
在圆管P o iseu ill

e
流动实验中使用了两种引入人工控制的扰动的装置

:

一

种是很薄的 (0
.

00 2时厚) 圆柱形套筒
,

紧贴管的内壁装入管中
,

另一种是 再在套筒中装上

截圆锥形的环翼
.

通过 电磁作用可使装置在管中沿轴向作周期运动
.

前者引入的扰动较小
,

雷

诺数达到 13 0 0 0管中都不会出现揣流
,

我们简称之为小扰动装置 ; 后者 对 层流的流动千扰较

大
,

当雷诺数为 1 2 0 0 。时
,

即使装置保持不动
,

也能引起
一

流动的转披
,

我们 简 称之为大扰动

装置
.

为便于比较
,

我们将文献〔12 )
,

〔1 3〕中的有关曲线绘出如下
.

其中图 2是小 扰 动情况下

的
,

图3
,

图4是大扰动情况下的
。

u/ 琉
。 :

n�口八口匕1.0.
.

0.“丫嘛
a :

X 10 2

R = 120 00

二 环翼下游 3
.

1倍直径
口 环翼下游5

.

9倍直径
。

环翼下游10
.

3倍直径

叭
\

竹‘八O0.0.

�勺40.氏

月勺口勺4

左== 12 00 0

环翼下游3
.

1倍直径

环翼下游 5
.

9倍直径

环翼下游10
.

3倍直径
.

u/ 愉
。:

二 1一 (
一

r/ a ) 2

0
.

2 0
.

3 0
.

4 0
.

5 0
.

6

半径 ( 时)

6d.�

0
。

3

0
。

2

OJZ

。

一
一

半径(时 )

图 3 大扰动情况下扰动振幅径向分布

我们的计算结果见表6一表9
.

从图2中可见
,

当雷诺数为工3 0 0 0时
,

图 4 大扰动情况下平均速度径向分布

在小扰动情况下扰动振幅最大只能达到主流中心速

度的 0
.

55 肠
,

随后就衰减下去
.

小扰动装置对平均速度的千扰程度未在文献中给出
,

但从小

扰动的发展情况可知这种千扰也不会超过主流中心速度的 1肠
,

我们的计算也 说明这时流动

将是稳定的
.

从图3中可看到
,

大扰动装置对平均速度剖面的扭曲已达到主流中心速度的7
.

5肠

(在 环翼下游3
.

1倍直径处 ) ,

扰动振幅从相当于主流中心速度的大约 0
.

2帕 (环翼下游 3
.

1

倍直径如 开始发展起来
.

虽然实验装置对平均速度剖面的修正形式与 我们修正
,

速度剖面的

修正不同
,

但我们的计算也说明
,

修正速度剖面作为背景噪声灼圆管 Poi s
eu ill e

流动计算
,

当 R 二 1 2 0 0 0
,

修正速度剖面的幅值达到 3肠左右时
,

扰动振幅的门槛值 (此时为 u, = ( ea )
。,

·

}功91。
、

二 2 (“ )
。

.) 已大约为主流中心速度的 1
.

3肠
.

当占再增大
,

所得月
‘。的值也增大

,

以至

求不出振幅临界值
,

小扰动也会增长起来
,

这时的计算已不够准确
,

需 要计算更 高 阶 的系

数
。

一

下面我们对表6~ 表 9中所列出的结果再作一些说 明
.

当考虑到 (e 。) 的五次项后
,

d (“ ) / dt = 。实际成为 (” )
2
的二次代数方程

,

因此一般情况
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表 6

团_ ,
一
‘‘ J 口‘

~
‘. ~ 二J留. , . 片 和 , 口 ‘‘匕 , 却. . ‘. . 甲刽. . ‘. . ‘ 已二 . 目. 二. 口 ‘ , ‘ . . , 曰‘‘. : 二 . . . 占、. 目. . . . . . . ‘ . , . 已 ‘ 门‘ . . . 川 宇

“
; : ‘‘‘口 幼, 二 魂“ 】 , ‘ , , 崔 ~ . ‘‘资 . . . J , . . . . . . 曰 ,口 二. . ‘‘ , . . 日曰 ‘. ‘‘ ‘. . ‘ . J . . . , . . 口. . 曰. . . ‘, . . . . . . .

a = 1
.

0
,

R = 1 1 0 0 0
,

拼刀= 一 2 1 8
.

9 2 0 1 9

振 幅 临 界 值
口C r

Zn d 3 rd 4 th 4 th.

~
一

-
--

一
一 一 l

-

0 0 29 3 4 {

0
·

0 3 0 3 4 ,

0
.

0 3 1 2 2 -

0
.

0 3 1 2 a 一

0
.

0 3 13 4
’

0
,

0

一 0
.

D0 4 0 8

一 0
.

0 0 8 8 9

一 0
.

0 0 8 9 5

一 0
.

0 0 9 6 3

{
a e *

一
{
一。 。 一

! 0
.

0 0 16 9

D
.

0 0 3 1 1

} 0
.

0 0 3 1 2

0
.

0 0 3 3 1

D
.

88 13 1

0
.

88 10 3

0
.

88 0了9

0
.

88 0了9

0
.

8 8 0 7 8

0
.

0 0 30 3

0
、

D04 1 8

0
.

0 0 4 1 9

0
.

0 0 4 3 1

0
.

0 0 3 1 9 一 0
.

D0 2 87

0
.

0 D4 65 一 0
.

0 03 87

0
.

0 0 4 6丫 0
.

0 D3 88

0
.

0 0 4 8 5 ! 0
.

0 0 39 9

0
.

1 0 3 0 6

0
.

0 2 6 5

表 了

a = 1
.

0
,

尸= 1 2 t)0 0
.
“刀= 一 2 18

.

9 2 0 1 9

振 幅 临 界 值
a Cf

Zn d 3 rd 4th 4th 赞

0
.

0 2 0

0
.

0 2 9 4 8

0
.

0 2 9 49

0
.

0 3 D

0
.

0 3 1

一

一

0
.

0

一 0
.

0 0 16 6

一 0
.

0 0 17D

一 0
。

0 0 3 9 0

一 0
·

0 0 9 2 6

0
.

0

0
·

0 0 0 8 2 1

0
.

0 0 0 8 3 B

0
.

D0 1 7 0

0
.

0 e3 3选

0
‘

8 8 1 5 0

0
.

8 8 1 37

0
.

8 8 13 6

0
.

8 81 22

0
.

88 0 9 5

0
.

0 0 2 0 7

0
。

0 0 2 0 9

0
.

0 0 2 9 9

0
.

0 0生2 7

0
.

0 0 2 1 1

0
.

0 0 2 13

0
.

0 0 3 1 2

0
.

0 6 47 0

0
.

0 D2 0 8

0
.

0 0 2 10

0
.

0 0 3 0 5

0
.

0 0 4 7 1

0
.

13 69 7

0
·

0 10 9

0
·

0 0 6 2 1

表 8

a = 1
.

0
,

R 二1 2 5 0 0
,

z:刀二 一 2 18
.

9 20 19

a C ‘
a C r

Zn d

振 幅 临 界 值

3r d 4 th 4 th朴

0
.

D2 8 8

0
.

0 2 8 8 5 2

0
.

0 2 89

0
.

0 2 9

0
.

0 0 0 1 5

0
.

0

一 0
.

0 0 0 1 4

一 0
.

0 0 0 4 5

一 0
.

D0 0 0 9

0
.

0

0
.

9 0 0 0 8

0
。

0 0 0 2 6

0
.

8 8 1 00

0
.

8 8 15 9

0
.

8 8 15 7

0
。

8 8 1 5 5

0
.

0 0 0 6 6

0
.

0 0 1 1 4

0
.

0 0 0 6 5

0
.

0 0 11 4

0
。

0 3 5 2

0
,

0 2 3 9

0
.

0 1 6 5

表 9

a = 1
.

0
.

R , 13 0 0 0
,

拼R = 一 2 1 8
.

92 0 19

.

振 幅 临 界 值
a心 a c r - - 一 _ _

二
一 _
皿

_
_ ’

一

Zn d 3 r d 4 th
l 痴妾

0
.

0 2 8 2 16

0
.

0 2 8 3 16

D
.

0 28 516

0
.

0 2 87 16
,

0
.

0 0 1 1 2

0
.

0 0 0 94

0
。

00 0 5 2

0
.

0

一 0
.

0 0 0 8 8

一 D
.

0 0 0 7 D

一 0
.

0 0 03 5
」

0
.

0

0
.

8 8 18 2

0
.

8 8 17 9

0
.

8 8 17 3

0
.

8 816 7

0
.

0 2 6 2

0
.

0 1 3 1

0
.

0 1 0 0

下有二个实根 (或相等的二个实根 )
,

这里我们不考虑复根
.

将(3
.

Zb) 式写成

d (。a ) / d t月 f(
。a ) (4

.

2 )

则f (。)可有如图5所示的两种情况
,

箭头所示为扰动振幅韶随时间发展的情况
.

即当d了(。 )/ d (。)I
。 ,

> 0时
,

所得到的振幅临界值为振幅门槛值
,

扰 动振幅一超过此值

就会发展起来 ; 而当df (二 )/ d (ea )l
。 ,

< 0时
,

所得到的振幅临界值是振 幅平衡值
,

扰动振幅
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斌火二 二丫廿

)
�J尹又

a一乙
户

广
‘

�

图 5

在此值附近则会趋于此值
.

又因为

d f (。a )

d (￡a )

我们用
“

扩号表 示振幅门槛值
.

= (刁1 , 。 + A
Z ;。2

+ A 习, e 3
+ 月‘Lo 4 )

+ 3 (刀 2。+ A
s s。+ A 4 so Z

) ( e a )
2
+ 5A

4 。
( e a )

4
( 4

.

2 )

当得到二个不等的正实根时
,
月

4。

> 0
,

较大的根是门槛值
,

较小的根是平衡值 , 成
。

< o 情况

则 相反
.

当只得到一个正实根时
,

就必须计 算 (4
.

2) 式的值
.

从对不同雷诺数的计算中发现
,

当R = 1 2 5 0 0时
,

小扰动的线性增长率即使为零
,

有限振

幅的扰动已存在一门槛值
,

雷诺数再增大时
,

我们的计算就显示出亚临界不稳定的结果
.

在

平均速度剖面受到相同程度千扰的情况下
,

振幅门槛值随雷诺数的增大而减小 ; 在相同雷诺

数下
,

振幅门槛值也随平均速度剖面被干扰 的增强而降低
.

这些都是与物理现象相一致的
.

因

此
,

本文所提出的经过修正的层流流动的非线性稳定性理论很好地说明了L e i te 的实验
。

但是

在R e y二ol ds 的实验中对平均速度剖面并未出现如此程度的干扰
.

因此
,

本文的理论并不能说

明R e y n ol d s的实验
.

R e y n ol ds 实验中的转族发生也许与进口区流动中的失稳现象有关
,

而在

L e i te 的实验中
,

进 口区流动失稳的可能已经被精心排除了
.

五
、

总
.

结
·

与 讨 论

我们所得到的主要结果是
:

1
.

详细讨论了一类随时间衰减
,

但无横向速度
,

在流动中不发生掺混的 修正速 度 剖面

的性质 , 2
.

提出了经过修正的层流流动的流动稳定性理论
,

并用它讨论了前述修正速度剖面

对流动稳定性的作用
; 3

.

对圆管 Poi s e ui n e
流动和平面 Cou e t t e 流动首次得到在轴对称扰动和

二维扰动下失稳的结果
; 4

.

在本文的假设下
,

把背景湍流噪声的干扰引 入 了 流 动稳定性计

算
,

在某种程度上模拟了自然条件下的流动失稳过程
,

计算结果与实验的趋势相一致
.

由于从新的角度来提出流动稳定性问题
,

理论分析和计算工作还远未完善
,

进一步的工

作是必要而有意义的
.

主要的问题有
: 一

1
.

修正速度剖面解是严格满足 N av 沁 r一S to k e s
方程的

,

但是我们还必 须弄清 修 正速 度

剖面 的产生
,

发展以及它与扰动波相互作用的过程 ; 2
.

本文所提出的修正速度剖面并不是唯

一的可与基本层流流动同时存在 于流场之中的其他层流流动
,

发现新的更复杂的这种层流流

动可能会给流动稳定性的研究带来更大进展
; 3

.

由于湍流本身所固有的三维性质
,

研究三维

情况下经过修正的层流流动的流动稳定性理论是十分必要的 ; 4
.

必须发展更有效的非线性稳

定性问题的算法
。
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周恒教授向作者提供 了平面 Poi seui ll e
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