
应用数学和力学
,

第 10 卷第
狐

5 期

A PPlie d M a th e m a tie , a n d

1 9 8 9年 5 月 )
e ha n ie s

应用数学和力学编委会编
重 庆 出 版 社 出 版

关于含双参数的非线性常微分

方程的奇异摄动
’

张 汉 林

(上海市应用数学和力学研究所
,

1 9名仑年 2 月2 9日收到 )

、

摘 要

本文应用微分不等式方法研究含双小参数的非线性常微分方程的边值问题
,

余项进行估计
.

作出渐近解并对

引 言

微分不等式方法是近年来发展起来的研究非线性奇摄动问题的一个有效方法
.

前人在这

方面 巳有不少工作
〔” ‘ 【7 ’,

但却限于含有一个小参数的奇摄动问题
.

0
尹

M al le 尹
“’“ 【’。’曾应用

边界层校正法研究了含两个小参数的线性常微分方程的奇摄动问题
.

本实采用微分不等式方

法研究含两小参数的二阶非线性常微分方程的边值问题
,

作出渐近解并得出余项估计
。

二
、

D irieh le t问题

我们首先考虑二阶非线性常微分方程的 Di
rio hl e t问题

:

。v l,
+ 拼f (x

, 夕)夕, + 夕(戈
, 夕)二 o 丈a < 二< b) (2

.

1)

g (a ) == A
, 夕(b) = B (2

.

2 )

其中
。, #都是正的小参数

.

作如下假设

(H ; )
:

退化问题 g (二
, u ) == o存在拼个解

“(二)〔C
Z

〔a
,

b〕
,

(H
:

)
:

f扭
, y)

, g (二
, y)

, g , (劣
, y)〔C (D

。

)
,

其中 D
。: a

《二《b
,

!夕一 “(冲 l《d (时 ;

d (x ) > 0是连续函数
,

使得
‘

“(x , 一

{
1

‘

A 一 u (a ) ! + d

占

!B 一 “(6) }+ 占

(a 《劣《
a + d / 2)

(a + 占《劣

动一d )

(b 一占/ 2《二《b)

.

江福汝推荐
.

中国科学院科学基金资助的课题
.
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占> O是小常数
,

(H
:

)
:

存在常数m ) o ,
l

,

和1
2

使得在D 。
中夕

, 《一 m ,

l,
《f(二

, 夕)《I:
.

下面分别就三种情形 (i)。/ “
2 , 0

,

(11)拼
2

/
。” 0

,

(111)。== 拼2

进行讨论
,

我们有如下定理
.

定理 2
.

1 若成立
e
加

2 , 。当 拼, 。,

则边值问题(2
.

1) 一招
.

2) 在假设 (H : )~ (H s) 下存在

一个解v (x
, e , 拌)〔C

Z ,

且成立

l夕(戈
, “, “)一 u (劝 I《坪

: : (劣, ‘, # ) + 叭
: (‘

, “ , 拼) + , ,一‘,

这 里 砰
, : = jA 一

u (a) }
e x p 以

, (戈一 a )〕
,

牙
, : = IB , 。(b) {

e x p 以
: (劣一b) ]

,

而 几
,

是 方 程
e几

2

+ 川
:

几一二= 0 的一个负实根
,
几

2

是方程 以
2
+ 川

2
几一 m 二 o 的一 个 正 实根

,

且 当 l, > 。时 有

“
1

* 一
介

+

o(: )
,

“‘
1

< 0时“
1
一

众
一

+

o(:
,

)
, 当‘2 > 0时

,

人一众钾(孙
” ‘

向

时
,

*
:
二 一竺1

2
+ 。‘

一

l、
, : ,是一个充分大的正数

.

￡ 一 、召 /
’

证明 我们注意到正函数 砰
, : 是微分方程

。
附

1

生+ 川
:

班二
: 一。附

: : == 0 满足条件牙
, : (a

,

。 , 拼) = }A 一
: ; (a ) }

,

班
;

乞(a
, 。 , 拼)二几,

}A ‘
u (a ) }的解

,

且砰 {: (劣
, e ,

拌)< o ,

正函数砰
: : 是

方程
。
牙

,
鉴+ 拼1

2

牙 {* 一。牙
, , “ o满足条件牙 , : (b

, 。 , l‘)二 IB 一
u (b ) !

,

班{二 (b
, 。 , 拼)二几

Z

IB

一。 (b) }的解
,

且牙
,玉(”

, 。,

川 > 0
.

为简明起见
,

不妨设l, 》o
,

几》0
.

我们定义 两个函数
:

a l (劣
, 。, 拼)二 u (x) 一平

; : 一研
: : 一 ? ,拼

刀
: (劣

, 。, 拼)二 u (工) + 牙
: : + 平

; : + ? 1#

(2
.

3 )

(2
.

4 )

不难 看 出 a , ,

刀
、
有 如 下 性 质

: a ,
《刀

, , a ,

(a
, e , 拜) ( A 《刀

1

(a
, e , 拌)

, a : (b
, e , “)《B

《刀
,
(b

, e ,

沁
,

现在分 别 在 区 间 [a
, 。+ 占/ 2孔 脚 + 御2

,

卜刃幻和 [b 一刃2
,

句上
,

对充

分小的拼和
s
验证

。a叮+ 拼f(二
, a : )a { + 夕(二

, a : ) > 0 (2
。

5)

。
刀考+ 拌f(二

,

刀
, )刀{+ g (劣

,

刀
; )( o

’

(2
.

6 )

为简单起见我们只证明不等式(2
.

5) 〔类似地可证明(2
.

6) 〕
.

当硬〔
a , a + 占/ 幻

,

平
, : = O 伽万十’) = 班

;
轰

,

N 为任意正整数
,

则

。叮+ 拼f(劣
,

al )川 + g( 二 ,

氏)

= 。。“ + 拌f
u ‘
一 。
牙度一拼f邢

1
玄+ g , (一那

; : 一 , 1拌) + O (“那
+ ‘

)

> 绷
“
+ 拜ju

尹
一 (。附虑+ 产11

牙注一从牙、
: ) + 。”拼一尤拼N “

> 「
m , ,

一 哗
一

对
,
一对一尤。

二

1
;

L
一

拼 J
-

这里 M
, = m “

xl
“” (劝 }

,

M = m a刘加
‘

卜 K 为 正 常 数
·

对充 分小 的 召,

刁矿
,

取 , ,

>

〔肚
, 十M + K 〕/ 。

,

则

ea叮+ 拼f(二
, a l)a ; + 夕(劣

, a ;

)李 0

_ , . 。 , _ , 。 , _ , , , ,

~ l / 己 、N +1 、
_ , , . _ _ .

~
.

⋯
_ _ , ‘

_
.

当 挽La + o / 艺
, o 一 o / ZJ

,
伴

, 二
” 口“了 j j“伴 1王

,

川
, : = U (拼

月 , ‘

) = 川 ; 刀
,

则
、 、 尸 1 1

。a了+ 拜f(二
, a :

)a {+ g (劣
, a l)

_ j l 夕 \刀 + l、

, ‘““
+ 拼f“

‘
+ 夕, (一 ? 1拼) + 0 【【于 ) )+ O (产‘

+ ,

)
、 、 尹 , I
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妙
““ + ;川 +m

, ,。一K
:

仁、
““ 一仰

, · :

、
户

,

》「
m 。

·,
一 ￡

万
,
一万一兀

,

L
一

拼

￡万 + l

拼N + 2

一K 。 !

〕
。

取 , :
> 〔M

, + M 十K
,
+ K 〕/ m

,

则

。a 了+ 拼f(, , a : ) a {+ 夕(二
, a ‘

)》o

当 / ‘〔“一‘/ 2
,
“〕

,

牙
1

一代(责)
’ ‘ ’

)
一牙 :一 则

。a宁+ 户f (二
, a ,

)a { + g (二
, a ; )

) (
。飞, ,

一
曰
万

,

一万一兀
,

、
’

拼

￡N + 1

拜万 + 2 )
、

取 , l

> 仁M
,
十M 十K

:

〕/ m
,

则

。了+ 拼f (二
, a ,)川 + g (二

, a ,

)> O

故在 整个区间〔
a ,

句上
,

对于充分小的拼和叮矿
,

取 竹笋〔M
:
十M 十K

;
十K 〕/ , ,

则有

。a了+ 拼f (二
, a l

) a {+ g (, , a : )》0

由N a g “m o 定理 〔” , , ‘, 2 , ,

a ,

(x
,

再由(2
.

3) ~ (2
.

4)’可得

!y (劣
,

边值问题 (2
.

1 )~ (2
.

2 )存在一个解y (x
, 。 , 拼)〔C

Z ,

且满足
。 , 召)《v (二

, 。 , 拼)簇夕
, (、

, e , “) (a ( , 成b)

定理 2
.

2 若少/e ” O 当

拼) 一。 (二) 1( 平
, : + 牙

: : + , ;拼

。、 0 ,

则在假设 (H : )一 (H
3

)下
,

(a ( x 《b)

边值问题 (2
.

1) ~ (2
.

2) 存在一

个解夕扭
, 。, 夕)( C

Z , .

且成立

I, (二
, 。 , 拼)一 u (戈) I( 那

2 : (二
, 。 , 拼) + 砂

2 , (二
, 。 ,

产) + c
斌 云

这里 砂
2 : 二 !月 一

u (a ) l
e x p [兄

3
(“一 a 、〕

,

邵 ; , “ IB 二
u (b) }

e x p [人(“一b)〕
,

而几
:

是 e几
2
+ 拼l

,
元

一
~

。的负实根
,

;
‘

是。。+ 。, : 、一 , 一。的 正 实 根
,

且有 ;
,
二 一
了: +o (f-- 、

,

‘一
、

/:
甲 己 、 百 I , 己

+ 0 ‘卫
一

、
,

、 君 ,
-

证明

c
为正常数

。

定理 2
.

2的证明与定理2
.

1的证明方法相同
.

我们定义
a Z

(x
, e , 拼) 二“ (x) 一班

: : 一分
: : 一 c

犷
。

刀
: (二

, 。 , 拼) = u (x ) + 牙
2 : 十牙

2 : + c
澎厄

(2
.

7 )

(2
.

8 )

显然a :

( 刀
2 ,

当 劣〔[a
,

a Z

(a
, 。 , “)( A 《刀

2 (a
, e ,

拼)
, a Z

(b
,

a + d / 2〕
,

那
: : = O (澎毛

一

万 + ‘

) = 附盆
* ,

。a叮+ 拼f(二
, a : )a ; + g (二

, a : )

。 , “) ( B 《刀
2 (b

, e , 拼)
.

则
’

= 酬 + 可
。‘一 。

牙
2

生一拼f牙二
:

十g , (一平
2二 二公斌百

一

) + 0 (澎百
‘+l )

>
eu ll + 拼f

u 产
一 (。附疙+ “l;附 ; : 一m 牙

: 。) + , c矿了 一K 双万
万 + ‘

> 「, 一斌了M
l

一华对一斌; , K飞斌了
犷L

“~ 呵 “
“ ’

斌 君
‘“ N ‘

一」N
‘
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一

菩
一

充分小
,

不妨设、、M
:
、

: a臂+ 拼f (二
,

当
劣〔[

a + 占/ 2
,

b 一占/ 幻
,

牙
2 : ,

1

3 心功

,

六砍揣
一
、叹

‘
,

赢
一 则

a : )a 二+ g (劣 , a Z

)》 0

牙
2
王= O (斌

一

云
一 N + ’)= 牙

2 : ,

研 ; :
,

则

。a叮+ 拼f (劣
, a Z

)a 二+ g (劣
, a : )

== eu l, + 拼f“
, 一夕r c 斌了 + O (斌万

一

N + ’

城cm 一M
:

、
一

六卜心
‘’

)石浏
当 , 〔[b 一占/ 2

,
b〕

,

牙
: 。二 O (扩万

N + ’) = 牙 二
: ,

则
。a弓+ 拼f(戈

, a Z)a { + g (戈
, a Z

)

= 跟” + 拼加
沪一 e

牙疾一拌f附 ; : + g , (一才
2 : 一 c斌万) + O (斌 百

N + ’)

> 韶
万
+ 拼fu

‘
一 (。附疾 + 川

:
附 ; : 一m 附

2 : ) + cm 斌 。 一 K 材万
万 + ‘

》
l
o m 一M

l

斌 ‘ - 弃
一M 一 K 斌万

八了 己

二

〕
、

一

办
0

所以对于充分小的
￡和衅/

。,

在整个区间 【
a ,

句上有

ea 瞥+ 拼f(x
, a : )a ; + 夕(劣

, a : ) > 0

类似地可得

叨瞥+ 拼j(二
,

刀
2 )口二+ g (二

,

刀
: )《0

故由N a g o m o 定理川
, 〔’2 ’
知边值问题(2

.

1) ~ (2
.

2 )存在一个解g (万
, e , 拼)〔C念

,

且成立

a Z

(气 e , 拼)《夕(x
, 。 , 拼)《口

: (二
, 。,

孙) (a《劣《句

因而有
、

-

!夕(二
, 。, 拼) 一 u (幻 }《不

: : + 附
: : + c 斌万 (a 《x ( b)

定理 2
.

3 若
。= 矿

,

则在假设 .(H
: ) ~ (H 3)下

,

边值问题 (2
.

1) ~ (2
.

2) 存在一个解叭x’

拼)〔C Z ,

且成立

I夕(二
, 召) 一 u (劝 }戈砰

: (二
, 拼) + 附

, (, , 拼) + , 拌

这里 牙
: 书 !A 一

u (a ) l
e 装p [凡(x 一 a )〕

,

才
, = IB 一“(句 l

e x p〔凡(x 一 b)〕
,

而凡是 拼2
几

,
+ 拌l沐一

。 = 0的负实根
,

凡是少护十川挤一。 = O的正实根
, 下为充分大的正数

.

证明 作函数

a (戈
, “) = u (对 一牙

二一砰
B 一邓

刀(二
, 拼) = 。(幻 + 牙

: + 牙
二 + 邓

不难验证
, a 《刀

, ‘(a
,

川 《A 簇月(a
,

川
, a (b

,

川《B 《口(b
,

川
,

且对于充分小的“分别

在区间【a
, a + 舀/ 2〕

,

〔“+ 占邝
,

b一占/ 2〕和 [b一占/ 2
,

b」上成立
拌Za 护 + 拼f(x

,
‘

a )a ‘ + g (二, a )> o
,

拼2

刀
I,
+ 拼f (二

,

仍刀
, + 夕(戈,

刀)《。
.

故边值问题存在一个解y( ‘,

沁〔。仁且成文
、

a (‘ 砷《g 你
,

片《刀(若
,

川

因而就有
}夕(x

, 拼) 一从(共) I《附
: + 牙

: + 邓

定理 2
.

4 假设
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(H l)
产 :

退化l’Q 题 g (x
, “) = 0 存在一个解 。 (二)任口

,

且使得 。11

树》 o , u ,

f》 0
, u (a )

《A
, u (b)( B

,

(H Z)
尹 :

f(戈
, , )

, 夕(二
, , )

, 夕, (, , , )〔C (D ; )
,

D : : a《劣《b
,

0《 , 一 u (x) 《d (劝
,

(H : ) 产 :
在D :

中a , (劣
, g )《一二

,

l、《f(二
, g )《l:

则在e/ 矿, 0
,

矿/
。* 。以及。= 矿三种情形下

,

边值问题 (2
.

1) ~ (2
.

2) 存在解y( 二 , : ,

拼工〔口
,

且分别有如下关系式成立

0 ( g (劣
, 。 ,

0( v (尤
, : ,

川 一“(劣) ( 班
, : + 邵

, : + ”拼 (若叮矿” 0 当“, 0)

川 一 u
你>( 牙

: : + 附纽 + c
斌万

- l ~ # 么 _ 、 : ,

八
气石万

一””曰“””)

0《y。
, 拼)一 u

你)《牙
: + 班

: + 邓 (若当
。== 拼

2

)

证明 我们先考虑 (2
.

9)
,

作函数

行 :二 u (劝
,

刀
: = “伪) + 附

, ; + 附
: : + 丫:拜

,

由假设的条件以及定理 2. 1的证明不难看出只须证明

e左了+ 拼f (二
,

a :)澎 ; + g (x
,
左, )》O

而
e言了+ 拌j(劣

,
言: )左 ; + 夕(劣

,

言
,

)

= 。。 I,
+ 料f“

, + g (二
,

‘

叻 > 0

故知边值问题 (2
.

1) ~ (2
.

2) 存在一个解以劣 , 。,

川锣
2 ,

且满足
u (劣)《夕(男

, 。, 拼)《。(劝 + 附
: : + 附

: : + , :拼

且p
’

o ( y (x
, e , 拼)一 “(劝 《牙

; : + 班
, : + 丫:拜

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

(2
.

1 1 )

若矿/
: , o当

。, 0
,

作函数

友
2
二 u (劣)

几 = “ (劣) + 附
忍: + 附

: : 十 c
斌

。

若““矿
,

作函数

礴= u (劣)

刀二
。 (劣) + 附

: + 牙
a + , 拼

我们也不难得到定理的结论
.

定理 2
.

5 假设

(H !)
” :

退化问题 抓x ,

u) = O存在一 个 解 以劝〔C
么,

且使得 u’, 幼 ( 0, “’

f《0
,

u( a)

》A
, u (b)》B

,

(H : )
” :
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, 夕。
, v)

, 夕, (二
, 夕)〔C (几)

,

其中 D : : a
( x ( b

,
一d (劝《梦一 u (x )
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(H : )
” :

在D :

巾夕
, (二

, 梦)( 一 m ,

l,
( f(劣

, g )《l:
,

则边值l’@ 题 (2
.

1 ) ~ (2
.

2)存在解夕(二
, 。, 拼)〔C

Z ,

且成立

一牙
!

一牙
!

一
护1“成y

一“ , 簇0

(若
一

奋
, 。当。, 。

)
一附

名

一附
么

一石“一冈动 (
若

一

借一
。当。一 。

)

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )
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证明

张

一附
L 一牙

: 一邓《g 一 u (x )《O

若e/ 矿, 0当拼, 0
,

作函数

a ; = 。(砂一附
, : 一牙

, : 一竹拼
,

刀
,
= “(劝

,

(若
。二拼

2

) (2
.

1 4 )

则书寸+
。f (二

,

月
,

)月: 十。(二
,

月
,

)一。。“ + ; f
“‘

( 。
,

由假设的条件及定理 2
,

2的证明不难看出

N ag
。。0

定理的条件均满足
,

故可知边值问题 (2
.

1) 一 (2
,

川存在一个解 叭“ , “,

川 ( c
Z ,

且

成立

一附
; 乙一牙

; : 一丫,拼( 夕一 u (男)( 0

若川/
。

, o当
。, o

, 。= 矿分别作函数
’ 一

。

a : = “(二)一砰
: ; 一研

: : 一 c
斌万

,

口
: 二 u (二)

a = 。 (x ) 一砰
: 一牙

: 一邓
,

声=
“(二)

类似地可证明 (2
.

13)
,

(2
.

14) 式
.

三
、

R o b in 问 题

现在
,

我们转到考虑 和b in 问题上来
,

考虑如下问题
:

。夕I,
+ 拼f (二

, 夕);
‘
+ 吞(二

, 夕)二 o
‘

(3
.

1)

g (a ) 一夕
, v‘

(a ) = A
,
梦(b) = B

.

(3
.

2 )

以及
。y l’

+ 科f (劣
, y) y ,

+ 夕(男
, y)二 0 (3

.

1 )
尹

g (a )一夕 , g ‘

(a ) = A
, 梦(b) + P

Z g ‘ (b) = B (3
.

2 ) 尸

其中
。, 拼是正的小参数

,
P

; ,

九为正常数
。

首先我们考虑边值问题 (3
.

1) ~ (3
.

2)
,

我们有如下定理
:

定理3
.

1 假设

(A : ) 退化l’ed 题夕(戈
, u ) = o存在一个解

u (x )〔C
Z ,

(A : ) f(劣
, 夕)

, g (x 犷 夕)
, g , (二

, g )〔C (D )
,

D
: a 簇二簇b

,

{梦一
u (二) {《己(二)

,

“‘, 一

{
d

}B 一
u (b) }+ d

〔a
,

b一占〕

[
占

O一
二

艺

b

」
(A 3) 在D 中g , (二

, 梦) ( 一 。
,

l,
( f (戈

, y )《12
,

则在 拼” 0时 e

加
2

” o 的情形下
,

边值问题(3
·

1 )一 (3
·

2 )存在丁个解 梦(“
, “ , 样)〔C

Z ,

{g (劣
,

1

一几一P
,

。 , 拼)一“ (劣) }《犷
; 。(x

, 。 , 拼) + 班
, : (劣

, 。 , 拼) + 甘,拼

.A 一
u (a ) + p

: u ‘ (a ) 1
o x p [几, (二一 a )〕

.

且成立

(3
.

3 )

这里 厂; : =

证明

1
_ _ 几

;

歹
; -

犷 {: (劣
, 。 ,

注意到正函数 厂
; : 是微分方程

。厂;
生+ 川

,厂 {: 一 m 厂1 : 二。满足条 件 厂, 。(a
, 。 ,

沁

IA 一
u (a )一 p

, u 产 (a ) l

拜)< O
。

作函数

a (劣
, ￡,

·

刀(x
, “ ,

-

1
, 月 , 、 .

_

, , 、 . ,

一 一
f i乙 La , ￡ , 拼少= 一

、 l入一 “La )
、

一 P zu
‘

气a ) 1 阴 解
s

且
尸 1

拌) = 替(劣)一犷
* : 一班

,

广
夕,拜

拼) = u (幻 + 厂, 乙 + 牙
: : + 夕,拼

(3
.

4 )

(3
.

5 )
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不难 验 证
: a ( 刀

, a (a
, 。犷 拼)一 P , a , (a

, 。, 拌)《A ( 刀(a
, e , 拼)一P声

,

(a
, 。 , 拼)

, 。 (b
,

。, 拼)《B《刀(b
, e , 井)

,

与前述定理相同
,

可分别在区间 [ a
, a + 刃幻

,
一

[ a + d / 2
,

b一占/ 幻

和【b一刃2
,

句上证明
: a l,

+ 拼f (劣
, a )a , + g (二

, a )李0 (3
.

6)

叨
“
+ 可 (二

,

户尸 + 川劣 ,

功 ( o (3
.

7)

事实上
,

。

当正 [。
, a + d / 幻

,

附
、: 二O 伽万 斗 ‘) = 砰 {:

,

则

。a l,
+ 拼f (戈

, a ) a ,
+ g (戈

, a )

= 。“ + 可u, 一 e犷渡一拼f犷l二 + g , (一厂; : 一六拼) + O 印 , 十‘)

> 。u “ + 拼f
u , 一 (e犷:

仗+ 拼l
,
厂l: 一脚厂

, : ) + 柳
;拼一K 拼N + ’

》0
,

_ _
.

占
,

d
, , ,

。 l l B 、万刊、
, , . , _ 护

。
, , ,

二
, , , .

_
.

当 , 〔[ a + 书
,

b一 井〕
,
犷

, : = O “书 ) )= 厂了
: ,

牙
; : = O (# N “ ) = 班f: ,

则
一兀

一

’
“ 一

’

2
’ 一

2
“ ’ ‘- 一 、、拼 /

一

,
一

‘ 一 , ” ‘ “ 一 ’

厂 ‘
’

‘ “ ’
八

‘ .

ea “
+ 拼f (二

,
一

a ) a 产
+ g (x

, a )

一
“” + “f

·‘一。, , !。+ O
((去

一

)
’“

)
+ O (。N 一 )

>
￡·“ + ”f

·‘ + 二补
1。一K

(么)
““一、一、0

占
当 劣t 【O一 万

,

石

“〕
,
厂

1

一 O

((云)
““

)
一犷 ,一 则

。a ” + 拼f(劣
, a )a

了
+ 夕(劣

, a )
, , , . , r , ,

二
, , , , 、

.

八 1 1 己 \扮 + l\

二 。u "

+ 拼J u

一
e沙 八一拼J炸 i : + g , ‘一伴 ; a 一 , ,拼) + 口以万 ) ,

、 、 矛月 1 1

)
￡二 + 。,
一

(·牙
,
, + 。‘么牙 :

一
附

! ·) + m , 1。一K !

(云)
’ ‘ ’

>
巨

一

铆
! 一M 一Kl 斜卜

。
·

故在 整个区间〔
a ,

司上 (3
.

6) 式成立
,

类似地可证 (3
.

7) 式
,

所以由微分不等式 定 理
f ’“’知边

值问题 (3
.

x )一 (3
.

2 )存在一个解夕(二
, 。 , 拼)〔C

Z ,

且满足
:

a (二
, 。, 拼)《y (劣

, 。, 拼) ( 刀(劣
, 。, 拼)

因而有

}, (劣
, 。, 拼)一 u (幻 1《犷

, : + 牙
, : + ? ;拼

注 1 若省
一。当 。一。时, 贝。在假设 (A

!

)一 (A a) 下
,

可以证明边值问题 (3
.

‘)、(氛2)存在一个解

, (二
, e ,

拼)〔C
, ,

且成立

l夕(二
, 。 ,

拼)一 。(二)I镇不
r : : + 平 : 刀 + e J 万

这里 犷: : 二 一 {A 一 。(a )+ 户
, u ‘

(a)I
e x p [ 久3 (二一 a)〕/ 几

3户, .

若 e ‘拜气 也可以证明边值问题 (3
.

1)、(3
.

2 )存

在一个解g伽
,
“)(C气 且成立

l夕(二
,

“)一 。(x )I《犷乙 + 平左+ 却
,

其中。: 二
一

〔

冬
~

!, 一 。(a ) + , : 。 ,

(a)一e x p〔*
,

(二一 a )〕
.

, 、

⋯
几sP i

注2 对于边值间题(3
.

1)加(3
.

2)
,

也有类似于定理2
.

4和定理2
.

6的结论
.

注万 对于如下 R o b in 问题
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e , 分 + 可(二
, ,

, ).
‘ + g (二

,
‘)= o

, (a ) ~ A
,

u(b) + P: ,
‘

(b)二B

(P ) 。为常数)
,

可以通过变量转换二 , a + b 一 “来处理
.

下面我们来考虑边值问题 (3
.

1 )
‘

~ (3
.

幻 / .

有下面定理

定理 3
.

2 假设
-

(A l) ‘:

退化问题夕(二
, u) == o存在一个解

u (劝〔C
么 ,

(A Z)
‘:

f (“
, 。)

, 。(“
, v)

,
。, (‘

, “)〔C (D )
,

乃
: a
《‘《b

,

Iy一
u (‘) I挤J (‘)

,

而

J (男) . d
,

(A s)
‘:

在 D中夕
, 恤

,
y)《一 m ,

l
,

镇f(x
, y )( I:

,

则在 拼、 o时 。
/矿 , 。的情形

,

边值问题 (3
.

1 )
‘

一 (3
.

2) ‘
存在一个解 叭二 , 。,

川〔C
Z ,

宜成立

!v (二
, 。, 拼)一 u (二) }《厂

: : + 犷, : + , ,拌

这里 犷 : : = }B 一
u (b)一 P: 。 ,

(b) }
e x p [凡扭一b)〕/ 几

z
P : .

证明 注意到正函数 厂 : : 是方程
。犷浅+ 川

:犷 {: 一m 犷: : = o 满足条件 厂: :
(b

, 。 ,

川 =

·

}B 一
u (b)一P

: u ‘

(b) l/凡p
: ,
厂{: (b

, 。, 拼) = IB 一
u (b)‘ p Z u ‘ (b) l/ P

: 的解
.

作函数

a (x
, e , 拼)” u (万) 一厂 ; 乙一犷 , : 一夕:“ (3

.

8 )

刀(x
, e , 拼) == u (劣) + 厂: : + 犷: , + y ,拼

一

(3
.

9 )

易知a 簇刀
, a (a

, 。 , 拼) 一P : a ‘

(a
, 。, 拼)《A 《刀(a

, ‘, 拼)一P刀
I

(a
, e , 拼)

,

和 a (b
, e , “)

+ P : a ,

(b
, e , 户)( B ( 刀(b

, e , 拼) + P
Z

刀
‘

(b
, 。 , 拼)

,

且 在 区 间 [
a , a + J /幻

,

[ a + d / 2
,

6一 d / 幻以及【b一刃2
,

句上不难证明

。a l,
+ 井f (戈

, a )a 产 + g (%
, a )》0

叨
I,
+ 可 (二

,

刀)刀
, + g (二

,

刀)《0

故由微分不等式定理
〔’“’
知边值问题 (3

.

1) 了~ (3
.

2) 产
存在一个解y( 劣 , 。 ,

川〔e
,

且成立

窟(“
, “, l‘)( v (劣

, e , 拼)镇刀(‘
, “, 拼)

故再由(3
.

8 )~ (3
.

9 )知

1夕(劣
, 。, 料)一 u (x ) }( 犷

, : + 厂
, : + 下,拼

注4 对于 省一
。当。一 。时以及。一 ; :

的倩形
,

有类似于定理2
.

2和走理2
.

3的结论
.

注5 边值问题(3
.

1)
’

、(3
.

2)
’

也有类似定理2
.

4和定理2
.

5的结论
.
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