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基于 Kelvin_Voigt模型的粘弹性波
动力学的本征化理论
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摘要:  利用固体力学本征化理论, 研究了具有 Kelvin_Voigt粘弹性质的各向异性固体的本征特性,

并由此得到了各向异性粘弹性波动力学的广义 Stokes 方程, 展现了波动过程的立体图像# 讨论了

几类常见各向异性固体的粘弹性波动规律,给出了一些新的结论# 
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引   言

在地震波理论的研究中, Stokes波动方程占据了十分重要的地位
[ 1]
,它是研究介质内摩擦

与散射效应引起的能量耗散对地震波传播影响的经典模型# 但遗憾的是, Stokes方程只适用

于各向同性介质,而在各向异性介质中没有对应的形式,致使各向异性地震波传播理论仍停留

在弹性阶段# 自二十世纪 70年代开始,从地震波的观测中已经注意到了地球介质的各向异性

特性,并发现了横波分裂等现象
[ 2]
,弹性力学分析虽然部分解释了地震波的各向异性现象,但

像振幅耗损,选择性吸收等地震波传播规律, 则必须依靠粘弹性模型,才能给出合理的解释# 

固体力学的本征化原理是作者针对各向异性力学所提出的一个新理论[ 3~ 8] , 它从力学表

象, 而非传统的几何表象, 研究各向异性固体的力学问题, 从而能够得到一组算子化模态方

程# 在波动力学方面,先后建立了各向异性弹性模态波动方程, 以及基于Maxwell模型的各向

异性粘弹性模态波动方程# 对进一步深入了解各向异性波动力学性质提供了有力的理论# 本

文则是在前面工作的基础上, 对具有 Kelvin_Voigt性质的各向异性粘弹性波动力学进行研究,

并给出详细地讨论# 

1  各向异性 Kelvin_Voigt模型及其本征化形式

对于最一般的各向异性固体, Kelvin_Voigt粘弹性模型的应力_应变关系为

  R = CE+ D ẗ E, ( 1)

这里, C和D分别是固体的弹性系数矩阵和粘性系数矩阵, ẗ = 5/5 t是对时间的一次微分算
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子# 

根据本征弹性的概念[ 9] , 存在如下的弹性本征方程

  ( C- KiI) <i = 0, ( 2)

它有六个实数本征值 Ki ( i = 1, 2, ,, 6) (对不完全各向异性固体,有重根存在)和六个相应的

本征矢# 前者称为本征弹性模量( Kelvin模量) ,它与几何坐标的选择无关; 后者称为力学表象

空间,它表征了固体的各向异性主方向# 因此,弹性系数矩阵可以谱分解

  C = 5 + 5
T
, ( 3)

这里, 5 为本征矢构成的模态矩阵,是正交对称阵# + 是本征弹性矩阵,是对角阵# 

根据本征粘性的概念[ 7]
, 类似的粘性本征方程在同一力学表象空间中成立

  ( D - d iI) <i = 0, (4)

它同样有六个实数本征值 d i ( i = 1, 2, ,, 6) , 称为本征阻尼# 它与同阶的本征弹性共处于同

一个异性子空间中# 这样,粘性系数矩阵可以在同一力学表象空间中谱分解

  D = 5 0 5 T
, (5)

这里, 0 为本征粘性矩阵,也是对角阵# 

将(3)、(5)式代入(1)式,两边同时左乘 5T , 并利用模态矩阵的正交性质, 得

  ( 5 T R) = + ( 5 TE) + 0 ẗ ( 5
T E)# (6)

定义模态应力和模态应变为[ 9]

  R* = 5T R, (7)

  E* = 5T E, (8)

这里, R* 和 E* 分别是力学表象空间中观察到的应力和应变# 方程(7)和(8)称为表象变换关

系# 将它们代入方程(6)式,得到力学表象空间下各向异性Kelvin_Voigt粘弹性本构方程

  R* = +E* + 0 ẗ E
*
= ( ++ 0 ẗ ) E

* # (9)

写成分量形式有

  R*i = KiE
*
i + d i ẗ E

*
i = ( Ki + di ẗ ) E

*
i   ( i = 1, 2, ,, 6)# (10)

对一般各向异性体, 它们是六个独立的标量方程, 其形式与一维 Kelvin模型方程一致# 

2  广义 Stokes波动方程

Stokes方程是基于Kelvin_Voigt模型基础上的粘弹性波传播方程# 各向异性广义 Stokes方

程则应建立在模态Kelvin_Voigt模型的基础上# 

在几何表象空间中, 忽略体力的经典运动方程可以写成矩阵形式[ 4]

  $R = Q ẗt E, ( 11)

这里, $是对称的微分算子矩阵# 

  $ =

511 0 0 0 531 521

522 0 532 0 521

533 532 531 0

(533+ 522) 521 531
(533 + 511) 532

(522+ 511)

, ( 12)
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其中, 5 ij = 5 ji = 5/5x i5xj# 

令 R = BA<, 其中 B为待定的时间算子, A为任意时空变量, < 为待定矢量 # 根据

Kelvin_Vo igt粘弹性模型(1) 式, 如果 E= A<, 则必有

  [ ( C + D ẗ ) - BiI ] <i = 0# ( 13)

由( 13)式可知, Bi 和<i 分别是Kelvin_Voigt粘弹性矩阵的本征值和本征矢量,后者是各向

异性子空间,而前者由( 10)式可得

  Bi = Ki + d i ẗ   ( i = 1, 2, ,, 6)# ( 14)

这样,Kelvin_Voigt粘弹性矩阵也能够写成谱分解形式

  C + D ẗ = 5 2 5
T
, ( 15)

这里, 2 是本征粘弹性矩阵,是对角阵,其中元素由( 14)式给定# 

将应力矢 R = BA<和应变矢 E= A<代入运动方程( 11)式, 得

  $( A<) =
Q ẗt

B ( A<) , ( 16)

由此可见, 在粘弹性条件下,运动方程的几何微分算子 $也具有本征性质, 并满足下列的

本征方程

  ( $- D*i I) ( A<i ) = 0, ( 17)

将上式两边转置,有

  A<T ( $- D*i I) = 0, ( 18)

这里, A不能为零,否则为零响应# 因此有

  <T ( $- D*i I) = 0# ( 19)

由此可见, D
*
i = Q ẗt / Bi和 <i分别是几何微分算子矩阵的本征值和本征矢量# 由于 <是各

向异性子空间的基矢# 如果将几何微分算子投影到力学表象空间,也能够得到谱分解的形式

  $ = 5 $* 5T , ( 20)

这里, $* 是本征几何微分算子矩阵,称为应力算子矩阵,是对角阵# 

将( 20)式代入运动方程( 11)式,并利用表象变换关系( 7)、( 8)式,得

  $* R* = Q ẗtE
* # ( 21)

写成分量形式, 有

  $*i R
*
i = Q ẗtE

*
i   ( i = 1, 2, ,, 6)# ( 22)

将模态Kelvin_Voigt方程( 10)式代入上式, 则有

  $*i ( Ki + di ẗ ) E
*
i = Q ẗtE

*
i   ( i = 1, 2, ,, 6)# ( 23)

这就是以模态应变表示的各向异性广义 Stokes方程# 它们也是六个独立的微分型标量方程# 

3  具体应用

311  各向同性

各向同性有二个异性子空间, 其空间结构为[ 9]

  W = W
(1)
1 ( <1) Ý W

(5)
2 ( <2, <3, <4, <5, <6) , ( 24)

其中

  
<1 = ( 3/ 3) [ 1, 1, 1, 0, 0, 0] T , <2 = ( 2/ 2) [ 0, 1, - 1, 0, 0, 0] T ,

<3 = ( 6/ 6) [ 2, - 1, - 1, 0, 0, 0]T , <i = Fi   ( i = 4, 5, 6) ,
( 25)
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这里, Fi 是第 i 个元素为 1, 其余元素为零的列矢# 

由应力算子定义式( 10)和模态应变定义式( 8) ,计算得

  $*
1 = (511+ 522+ 533) / 3 = ¨2

/ 3, ( 26)

  $*
2 = (511+ 522+ 533) / 2 = ¨2

/ 2, ( 27)

  E*1 = 3( E1+ E2+ E3) / 3, ( 28)

  E
*
2 = 3 ( E1- E2)

2
+ ( E2- E3)

2
+ ( E3- E1)

2
/ 3# ( 29)

这里, ¨2
为 Laplace算子# 

因此,各向同性 Stokes波动方程为

  ¨2
( K1+ d1 ẗ ) E

*
1 = Q ẗt E

*
1 , ( 30)

  ¨2
( K2+ d2 ẗ ) E

*
2 = Q ẗt E

*
2 , ( 31)

这里, K1, 2和d1, 2分别是各向同性弹性矩阵和粘性矩阵的一、二阶本征值# 其中 K1, 2分别是体

积模量和剪切模量# 

于是,得到结论:各向同性介质中的粘弹性波有二个,一个是膨胀波,另一个是剪切波# 

如果将经典 Stokes波动方程和方程( 30)、( 31)式比较, 会发现它们仍有不同# 经典 Stokes

波动方程以几何量位移表达# 因此,它不能显示各向同性介质中波传播的立体图像,只能从其

某一剖面大致看出波在不同方向上的传播特点# 而方程(30)、( 31)式以力学量模态应变表示# 

因此,它能够显示出各向同性介质中波传播的立体图像# 

312  横观各向同性

横观各向同性有四个异性子空间, 其空间结构为
[ 9]

  W = W
(1)
1 ( <1) Ý W

(1)
2 ( <2) Ý W

(2)
3 ( <3, <6) Ý W

(2)
4 ( <4, <5) , ( 32)

其中

  

<1, 2 =
c13

( K1, 2- c11- c12)
2
+ 2c213

1, 1,
K1, 2 - c11- c12

c13
, 0, 0, 0

T

<3 = ( 2/ 2) [ 1, - 1, 0, 0, 0, 0] T ,

<4 = Fi   ( i = 4, 5, 6) ;

( 33)

这里,

  
K1, 2 = ( c11+ c12+ c33) / 2+ [ ( c11+ c12- c33) / 2]

2
+ 2c213,

K3 = c11- c12, K4 = c44# 
( 34)

应力算子和模态应变计算得

  $*
1, 2 =

c
2
13

( K1, 2- c11- c12)
2
+ 2c213

511+ 522+ (
K1, 2- c11- c12

c13
)
2533 , ( 35)

  $*
3 = (511+ 522) / 3, ( 36)

  $*
4 = (511+ 522+ 533) / 2, ( 37)

  E*1, 2 =
c13

( K1, 2- c11- c12)
2
+ 2c213

E11+ E22+ (
K1, 2 - c11- c12

c13
) E33 , ( 38)

  E*3 = [ ( E11- E22) / 3]
2
+ E212, ( 39)

  E*4 = ( E232+ E231) / 2# ( 40)

因此,横观各向同性广义 Stokes方程为
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  $*
i ( Ki + d i ẗ ) E

*
i = Q ẗtE

*
i   ( i = 1, 2, 3, 4)# ( 41)

于是,得到结论:横观各向同性介质中的粘弹性波有四个# 其中,二个是膨胀波,另二个是

剪切波# 

313  正交各向异性

正交各向异性的弹性矩阵是

  C =
L 0

0 T
, ( 42)

其中, L 为满阵, T = diag( c44, c55, c66)# 

  
K1, 2, 3为 L 阵的本征值,

K4 = c44, K5 = c55, K6 = c66,
( 43)

  5 =
7 0

0 I
, ( 44)

这里, I 为三阶单位阵, 7 为L 阵的本征矢矩阵, 7 T 7 = I# 

因此,正交各向异性有六个异性子空间, 其空间结构为

  W = 6
6

i= 1
W

(1)
i ( <i )# ( 45)

由于三维正交各向异性较为复杂, 可以数值求解# 为了能够得到正交各向异性 Stokes方

程的分析式,考虑平面正交各向异性问题# 

平面正交各向异性有三个异性子空间,其空间结构为

  W = W
(1)
1 ( <1) Ý W

(1)
2 ( <2) Ý W

(1)
3 ( <3) , ( 46)

其中

  
<1, 2 =

c12

( K1, 2- c11)
2
+ c

2
12

K1, 2- c11
c12

, 1, 0
T

,

<3 = [ 0, 0, 1] T ;

( 47)

这里

  
K1, 2 = ( c11+ c12) / 2 + [ ( c11- c22) / 2]

2
+ c

2
13

K3 = c33# 
( 48)

应力算子和模态应变计算得:

  $
*
1 =

c
2
12

( K1- c11)
2
+ c

2
12

511(
K1- c

2
11

c12
) + 522 , ( 49)

  $*
2 =

c
2
12

( K2- c11)
2
+ c

2
12

511+ (
K2- c11

c12
)
2522 , ( 50)

  $*
3 = [ 511+ 522] , ( 51)

  E
*
1 =

c12

( K1- c11)
2
+ c

2
12

(
K1- c11

c12
) E11+ E22 # ( 52)

  E*2 =
c12

( K2- c11)
2
+ c

2
12

E11+ (
K2- c11

c12
) E22 , ( 53)

  E*3 = E12# ( 54)

因此,平面正交各向异性广义 Stokes方程为
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  $*
i ( Ki + d i ẗ ) E

*
i = Q ẗt E

*
i   ( i = 1, 2, 3)# ( 55)

于是,得到结论:平面正交各向异性介质中的粘弹性波有三个# 其中, 二个是膨胀波,一个

是剪切波# 

对其它几类各向异性的粘弹性波动方程,可以采用相同的方法得到# 
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Eigen Theory of Viscoelastic Dynamics Based on the

Kelvin_Voigt Model

GUO Shao_hua

( School of Civil Engineerin g and Architectur e , Central South Univer sity ,

Changsha 410083, P . R . China )

Abstract: Using the eigen theory of solid mechanics, the eigen properties of anisotropic viscoelastic

bodies with Kelvin_Voigt model were studied, and the generalized Stokes equation of anisotropic vis-

coelastic dynamics was obtained, which gives the three_dimensional pattern of viscoelastical waves.

The laws of viscoelastical waves of different anisotropical bodies were discussed. Several new conclu-

siones are given.

Key words: anisotropy; viscoelasticity; wave equation; eigen theory
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