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含。个圆孔的圆柱体的扭转
‘

尹 昌 言

洛阳工学院
,

年 月 日收到

摘 要

对此问题本文应用线弹性理论复变函数方法
,

籍助于解析延展
,

找到了用级数表示的复扭曲函

数
、

切应力分量
、

位移分量
、

抗扭刚度及边界上的切应力

复 扭 曲 函 数

含内孔的圆柱体的扭转的研究有重要的意义
。

文献【 【们研究过含一个圆柱形孔的圆

柱体的扭转 本文试图求解含更多个圆柱形孔的圆柱体的扭转问题

让我们考虑一等截面圆柱体
,

长为
,

半径为
。,

内有 个圆柱形孔
,

孔的轴线 与圆柱体

的轴线平行
,

且在圆柱体内任意位置
,

孔的半径为
, 二

, , ,

一
,

作用于圆柱体每一端

面上的面力静力相当于一力偶
,

且此两力偶之矩
,

大小等于
,

而方向相反 在圆柱体和内

孔的侧表面没有力的作用
,

而体积力可忽略不计

圆柱体的外边界记为
。, 。

个内孔的边界记为
, 存二

, ,

…
, ,

每个边界 一 。
,

,

…
,

所围成的域记为
。 二

,

, …
,

的
,

、

所有的边界围成的域记为

这样选择右手坐标系
,

其坐标原点取在圆柱体左端面中心
,

轴 二 , 梦取 在此左端面所在

之平面内
,

轴 二
则沿圆柱体的中心轴线而指向右

在离端面较远的任意截面上的位移分量和应力分量可写为
〔”’
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,
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刁中

口

二

其中占是扭转率
, 户为剪切模量

, 甲 ‘ ,

是待求的扭 曲函数 用 表示抗扭刚度
,

则有
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咐
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晋
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现取复变量
二 劣十勿的解析函数
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在
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其中亡为边界
, 上的点

,

是复扭曲函数 在
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。
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在
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这里
。  现是未知的函数

,
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这里积分围线
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二
、

抗扭刚度和边界上的切应力

把(1
.
26 )的实部代入(1

.
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,
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.

三
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算 例

例 1 考虑含一个圆柱形孔的圆柱体的扭转情形
,
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,

A
;

= 4
/

3 (
a

)

作为近似
,

在 (1
.
3 0 )

、

(
1

.

2 0
) 和 (1

.
24 )中取。= 5

,

并由此求得
‘ 工,

= 2

.

2 5 1 8 5 1 i R I

, e , :
= 0

.

0 4 2 5 4 7 f R f
, e t 3

二 0
.
007 198 iR f

e ,‘
= o

·

o o
1

2
1

9
i
R 矛

, e , 。
产 0

·

o o
o Z o 7

f R 了

c、,
= 0

.

5 6 2 9 6 3 i R ;
, c : :

= 0

.

2 8 4 正41fR 孟
, c 、:

= 0

.
1 4 3 5 1 2 i R 扩

c , 4
= 0

.

0 7
2 5 3 8 f R :

, c ; 。
二0

.
03 6693‘尸雯

d::= 0
.
25 185 11尸:

,
d

: ,
=

e , ,
( j = 2

,
3

,

… )

}
( b )

}
( e )

( d )

把这些结果代入 (2
.
3) 和 (2

.
5) 就得到对于这种情形的位移分量和切应力分量的近似

式
。

把(b)和 (d) 代入 (2
.
1) 相(2

.
2) 可求得D = 。

.
9 2 5 7 2 3拜D

。.

由于内孔的出现抗扭刚度的减

少D
‘二D

;
二 0

.
07 4277

.

把这一情形的数据和拼
:
= o代入 [5 〕中 芍14oa 的公式 (24 )

,

得到 D = 0
.
92 56 64拼D 。,

而

D
,

= D
l二 0

.
0748 3 6

。

把前者与后者比较
,

我们看到相差甚微
·

抗扭刚度的相对误差为一0
.
。心86 肠

_· ;

显然
,

在 (2
.
6) 中令O二O

,

并把(b)
、

(c ) 和 (d )代入
,

可求得在 L
。
上的最大切应力的



含 。个圃孔的圆柱体的扭转

近似值
了。。 。二

= 1

.

2 5 4 4 2 6
M

R
。

/ D

。.

在 (2
.
7) 中令 0二 O

,

并把 (b)
、

(d ) 代入
,

可求得在 L
l
上的最大切应力的近似值

::m。

= 1
.
325 8 46 M R

。

/ D
。.

因此圆柱体的最大切应力是在内边界L
L
上

,

其值约等于具有同一R
。和对的实心圆柱体的

最大切应力的1
、

3 2 5 8 4 6 倍
,

若内孔中心与圆柱体中心 重 合
,

我 们 将 求 得 自 ,
= cl ,

= 叭
, 二 o (;’二 1

,
2

,

…
, 脚 ) 和

F (“ ) ~ 甲= 功二0, 从而就得到此空心圆柱体的位移分量
、

切应力分量和抗扭刚度 的 熟 知 公

式
。

例 2 考虑含两个圆柱形孔的圆柱体 的扭转情形
,

一二: 。
= R

。

/
2

,
g

: 。
= 夕:。二 o

,
R

, 二R
:
~ R

O
/4
.

对此情形
, 二2

,
a

,
= 舀;= 一a

Z
二 一 口2 = 1/ 2

刀
,
二刀
2
二B

,
= 凡== l/4

,
月
;
二 A

Z
= 4 /3

孔的坐标和半径是
: , 。
二 二;。二 一::

。
二

( e )

在(1
.
30)

、

( 1

.

2 0 ) 和 (1
.
2 4 )中取m = 5

,

并由此可求得

e:, 二 2
.
25 095 3f尸}

, 。 , :
= 0

.

0 4 3 2 5 9 i R 圣
, e ; 3

二 0
.
0 06 7 19fR 圣

召 :‘二0
.
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, e , 。
二 0

.
000 073玄R }

。: , 二一 2
.
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, e : 2
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.

0 4 1 8 3 7 i R I
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.
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。2.
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.
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.
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, c 2 2
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, c : 3
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.
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d :, 二 0
.
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,
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.
25 19 28fR 圣

( f )

、

l

洲..;复少

( g )

、

!

几

!

(
h

)

把这些结果代入 (2
.
3) 和 (2

.
5) 就得到对于这种情形的位移分量和切应力分量的近似

式
。

把(f) 和(h) 代入 (2
.
1 )

、

(
2

.

2) 可求得D 二 0
.
85 144 7拼D

。 .

由于每个内孔的出现抗扭刚度

的减少为D
,

= D

Z
= 0

.

0 7 4 3 ( 精确到0
.
0 00 1)

.

显然在(2
.
6) 中令0= o或二 ,

并把(f)
、

( g) 和 (h) 代入
,

可求得在L0 上最大切应力的近似

值
:。m a 二

二 1
.
42 6M R

。

/ D

。.

在(2
.
7) 中分别令P二 1

,
0 二 0和P = 2

,

0 二二 ,

并把(f)和 (li) 代入
,

可求得在L
:和几上最

大切应力的近似值
::Ina

二
二介In

。二
= 1

.

6
82 M

R
。
/ D

。

( 精确到。
.
00 1 M R

。

/ D
。
)

.

因此圆柱体最大切应力是在内边界L
,和几上

,

坐标为p = 3R
。

/
4

,

0 = o 和 p , 一3R 。
/ 4

,

口, 二的点处
,

其值约等于1
.
68 2M R

。

/ D
。.
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