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摘 要

本文提出了一个求解粘弹性管内流体流动的变分原理
.

采用特征函数展开式与有限单元 法相

结合的杂交方法
,

求解内区的速度场及外区波的反射
、

透射系数
.

作为一个算例
,

计算 了轴对称

血栓对简谐振荡流动的影响
.

一
、

引 言

研究粘弹性管道内流体波动
,

在生物力学
、

管道传输等方面有着非常重要的意义
。。

动脉

血管内血液流动应该用粘弹性圆管内的流体波动运动来模拟
.

对于长真圆管的情况
,

已经有

很多解析解方面的研究工 作
〔‘’, 【2 ’, 〔, ’.

近来
,

对管壁有局部变化的非长直圆管情况也有了一

些研究结果
〔‘’。

但这些研究用的是小参数摄动方法
,

故只能适应于壁面几何变 化 很 小 的情

况
。

为研究严重血栓等壁面几何变化很大的问题
,

本文提出一种杂交方法
,

该方法可以处理

各种局部壁面变化的问题
.

方法结合了级数展开法和有限单元法各自的优点
,

所以可以很方

便地计算出波的反射与透射系数
,

以及壁面弯曲区域内的各物理参量
.

二
、

数 学 模 型

考虑轴对称不可压粘性流
,

忽略流体运动方程中的非线性项
,

则N 一S 方程化为
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考虑管壁有局部变化 的 问 题
,

如 图 1 所

示
,

将区域划分为三个
.

1 区
:

上游平直段 ,

I区
:

管壁弯段 , I 区
:

下游平直段
. ·

一

管壁可以看成粘弹性体
,

忽略其质量 (人 几

体血管中这种近似成立 )
,

并假 设水平方向管

壁无运动
,

管壁径向位移 刀与其上所受力F 的

关系为

F = K 刀

几

圈 1

其中K 二K
‘+ fK

, ,

K ‘
为弹性系数

,

K
,

为粘滞系数
.

这样
,
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,

C 二
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.

5 )

上必须满足的
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由于是轴对称问题
,

故
u ,

= o 在对称轴 (r = o )上 (2
.

5 )

在 I区中
,

我们试图用有限元方法求解
,

I
,

! 区中解可以写成特征函数 展 开 的 形 式

(下一节将会看到)
,

设交界面刀上的匹配条件
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其中下为应力张量
,
元是交界面 刀 的单位法向量

,

上面加
“

一
”

的量表示 I
,

I 区域的物理

量
。

以长直段圆管半径a 为特征长度
,

上游来波的特征速度u 。为特征速度
,

对(2
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,
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为书写方便起见
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.

三
、

直管中的特征函数展式

根据文献【幻
,

在直管段 ( I
,

I 区 )
,

可有满足 (2
.

11 )~ ( 2
.

15 )的特征函数展开式
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,

满足如下方程
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为常数
,

J。
,

J :
为零阶和一阶 B es s e l函数

,

刀
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为待定系数
.

(3
.

1) ~ (3
.

3) 这种类型的解最

早由W itz ig 1 9 1 4年发现
.

四
、

杂交有限元的变分原理

前面将流动区域分为三个
.

1
,

I 区中
,

表达式 (3
.

1) ~ (3
.

3) 成立
,

I区中可用有限元

法求解
,

但必须将这三个区域的解联接起来
,

使 (2
.

16)
、
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.

1 7) 得到满足
.
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. ,
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其中A ‘是入射波的振幅
,

是给 定的 , A 二是反射波的振幅
,

是待求的
.

l 区中的解可以写为
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,
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其中A 二为透射波的振幅
,

亦是待定的
.

为了将 I
,

I
,
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,
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其中上标 I 和 S 分别表示入射波和散射波
,
几为 罚 参数

.

下面证明
,
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。,
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,
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.
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作为例子
,

我们计算长直血管中出现血栓时流动情况
。

根据人体血管的生理条件
,

选取
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,
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。 ,

左
, , v。

的数值列在表 1 中
.

由表

1 可 以 看出
,

只有第一个根决定的波可以传播至很远
,

而其它根所决定的波很 快 就 会衰减

掉
.

故我们只取第一个特征根决定的波为入射波
,

基于同样的原因
,

透射波和反射波的截断

项数亦取 1
.

为了便于看出能量的变化
,

重新定义透
、
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。

为了验证数值方法
,

首先计算了 B 二 o
,

a = 1 即 无血栓的平直管情况
,

这时 I 区内的流

动与 I
,
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,
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本文提出了一个杂交有限元变分原理
,

用以求解粘弹性管道内的流动伺题
。 〕

作为算例
,

计算了轴对称血栓对某一频率的脉动流动的影响
.

对于直管情况
,

:

数值结果与准确解吻合很

好
.

对于任意的周期脉动流动
,

可以将其作 F。
盯 ie r 展开

,

求出其中的每一项后 再 叠 加 起

来
.

本文算的是轴对称流动
,

而提出的杂交变分原理是无此限制的
,

只要能找到两端的特征

解
,

它可以计算任何三维流动
.
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