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了

摘 要

本文给出了拟协调曲梁和扁曲梁单元
.

数值结果表明
,

用于近似面梁的拟协调曲梁和 扁 曲梁

单元较直梁单元具有更好的精度
.

由位移法构造的曲梁单元不能够满足刚体位移条件
,

为了近似

地满足刚体位移条件必须用很多的单元
.

本文证明了直梁单元
、

拟协调曲梁和扁曲梁单元
j ·

当单元尽才无限缩小时
,

县有相 同 的收敛

速度 O (l
2
)

,

当使用均匀网格时
,

其中 l是单元的长度
.

小 引 言、 , 沪 .
_

.一」

研究曲梁是因为它和壳体密切相关的 ;
一

在壳体计算中的困难也发生在曲桌的计算中
. ‘

曲

梁本身也是柱壳的一个特殊情况
.

以前由 R
.

D
.

C O 。
脚

. ’
_

给出的数值例子说明
,

曲梁单元不

能够满足刚体运动的条件
.

只有单元的尺寸减小时
,

这个条件才能够近似地满足
.

由直梁单

元所给的精度比人们预料的要好
.

以前直梁单元被怀疑是因为在 直梁单元 内没有藕联位移的

影响
,

本文证明了
,

当直梁单元的尺寸无限缩小时也逼近真解
,

‘

并且直梁单元的收敛率和扁

曲梁及曲梁相 同
.

R
.

D
.

C 。。kt ‘,
讨论了曲梁的计算

.

他甩数值例子说明
,

如果用弦所对的弧长代替直梁

单元的长度
,

将给出非常好的结果
.

但是这个方法很难推广至lJ.# 有不可展 曲 面 的壳体单元

上
,

本文借助于拟协调技术
〔“’“’‘’

构造出了拟协调 曲梁和扁曲梁单元
。 _

这个单元所
犷

具有的显

著的优点是
,

满足刚体位移条件
,

正如〔3
,

们所指出的
·

数值例子指出
,

虽然它们 具 有相 同

的收敛率
,

但拟协调曲梁和扁曲梁单元较直梁单元具有较好的精度
‘

二
、

拟 协 调 曲 梁 单 元

令 。 和 。 为曲梁的切线和法向位移
,

如图 1 所示
.

膜应变

日u
,

切
己二

一

人
~

一

廿卜一六0 谷 才(
( 2

.

1 )

.

国家自然科学基金资助项目



透6感 吕 和 祥 唐 立 民 刘 秀 兰

“: , 切: ,

0
‘

u : ,

叭
,

0 :

日 1

其中 ; 是弧长
,

R 是曲梁的曲率半径
。

弯曲应变
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其中 0 是旋转角
。
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1 拟协调模式离散曲梁单元的应变
’ ”

令膜应变 。= c o
ns t = e 。

由拟协调技术
〔2 ’“’‘’
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其中 21 是单元的弧长
,
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如图 2 所示
,
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把方程(2
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,

可以得
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2 拟协调曲梁单元的刚度矩阵

由方程 ( 2
.

9) 拟协调曲梁单元刚度矩阵的弯曲部分为
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其中

F 是梁横断面积
,
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E 是弹性模量

。

曲梁单元的刚度矩阵是
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’

、
,
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3 拟协调曲梁单元的收敛率

让我们讨论圆弧曲梁
.

借助于单元 I
,

I 的刚度矩阵
,

如图多所示
,

我们可以得到节点

0 的 平衡方程如下
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在曲梁的计算中
,

曲梁往往用一些直梁所组成的结构代替曲梁
.

数值例子指出
,

当直梁
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,
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直单梁元的刚度矩阵为
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令整体坐标系是描述曲梁的曲线坐标系
.

在整体坐标系中位移向量的分量方向是曲梁轴线的

切线和法线方向
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如图 5 所示
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�

宜...........,J
�

U
�0姚Un
.�
01工

令角 沪 是小的
,

e o s甲 一 s主n 切 0

s in 甲 e o s切 0

任
,

0 1

0 0 0

( 0 0 0

0 0 0

有近似关系
.

sl n 甲岛 甲
,

0

0

0

C O S甲

一 S ln 甲

0

0

0

0

s i n 卯

CO S切

0

三 R a二 ( 3
.

2 )一一

、.l!!气了,eeIlJ价叭氏婉姚氏
Z性....,、1.1.、

e o s争岛 l

将 ( 3
.

1) 和 ( 3
.

2) 式代入 ( g )式
,

有梁单元在整体坐标系下刚度矩阵
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甲 -
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6E J

I2

SE J

l.

、 一

邵
+

吧
* 一

竿
; + 丛
票三

琴
, +

罕
,

竿
, 一

粤
甲EJ

工

移
一甲

K乞 (3
.

3 )

对称 罕
十

黯
‘* 留

叮
, 一 ’
孚

叮。罕

在整体坐标系下梁单先的节点位移向量是

巨二= {u蛋, 交sf u组叨红8蛋} , (3
.

‘)

在 (3
.

2) 式中确定的转换矩阵 R, 旋转角 e‘没有处理
,

但是在旋转了以 后
,

在曲线坐标系下

由方程 (2
.

3 )所确定 火
,

即由于坐标转换
,

在旋转角中的 u/ R 项自动地出现
,

这个害实可以

由给单元一个刚体运动
“l, 心二 “ ,

叫 = 叫 =
.

Q,
火= 火

_

来证明
。

因此有

由单元刚度矩阵(3
.

3歹的第三行
,

‘

由于在单先中由刚体运动所对应的广义力等于琴
,

4 E J
o .

一丁
.

“王

6 E J

一万「
甲 “ ; +

ZE J

l

6 E J

一一l「甲
“‘二”

6 E J

l

1 2E J
口

’

=
-

一「
-

所以在旋转以后
,

l== ZR sin 甲幻 ZR 甲

0
,
= u ,

/ R

在曲线坐标系下梁单元的旋转角为

u ‘ / d 切 、
.

u ‘

0 : = 0
‘
+

一

牡
‘

= 一叮上冥
-

】 + 一二1
-

。 ,

一
。

二 R 一 、 ds / ‘
’

R

即但有

(i= 1 , 2 ) (3
.

5 )

由两个相 同的单元
,

如图 6 所示
,

形成节点 Q 的平衡方程如下

{
“

}
掩‘

Lk石

⋯ 句
。

⋯ 机
。

(3
.

6 )

l
通1、

1
....少Itlqo

了,.1
1、、.‘..t

一一

、日..旧.,‘
、

r

l
,声矛J‘.‘闷1012

扭
、

aa
了

·
、
.

硬
厄
火

么2

户尹f去12
J

左
心

左

其中
a : =

码
:

⋯ 挑
。 !

{u : 功 : 0 : } (i= 1
,

0
,

2 )

E F
.

戳
,

- 一刁一 十
12 E J

,

刁
丁一 甲

-
、

:
一

(罕
一

+ ‘2

笋)
*

,

kfs 6五J
= 一 了一切

就
‘ =
卫
夸刀

+ ’‘
黔
、

就
。 = 一

1 2 E J

一恋
一

, 甲

kf
7
= k

k蛋
。
= 0

,

kf
。
= 一斌

: ,

I E F
.

棍 ‘ = 一气l 十
1 2E J

l3 )
* ,

暇 一

竿、- 工ZE J
、
双

寿二
:

~ k l :

6E J

节
一

1
‘
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= 0
,

= 一艇
; ,

ZE F
礼

“
= l 十

2 4E J

l8
二 0

粼
。= 斌

: ,

此
; 二一

6 E J
一

产
一 砂 , 砚

6 E J

12
’ 砚

:
~

一帐
3

ZE J

l

挑就4t
.
.

2112
‘

左
于

翔

此
‘
=

1 2E J
一 尸

一

切
, k二

5
= 0

,
SE J

码
。
== 一I一

吞‘
7
= k 砚

。= 一帐 k百
。
二存百

3

用公式(2
.

1 9 )
,

在节点 O 展开方程 (3
.

6 )
。

方程组(3
.

6) 的第一个方程的 3
、

6
、

9 项的和及由

(3
.

5 )式
,

有

6E J

了
“ 叭刃 + 20 名十火 一

6

影益}
4”: + ‘

2

(嘿)
。
‘ O“

‘,

]
3E J

二一刃
- [
一 4

(嘿
‘

)
。
一 ;

2

(豁
‘

)
。
十 4

一

篇
+

一

类
一

(嗜或)
。
+ O “

4

,

〕
‘h ,

第 1
、

4
、

7 项和为

一

竿
(· , 一 2u ‘+ · ; ’十 1 2E J

l
s 扩(川 + 2u 孟+ 心

一竿{
, 2

(豁)
。
+ O “

‘

小
12 E J

l
3 汾〔
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’
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d
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d ‘
2 )

。
+ O (‘

4

)
〕

一
二F ,
(瓮;

,

)
。
+

爵1
4· : + ‘

2

(争)
。

〕
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3
,

第 2
、

5
、

8 项
、

的和为

(竿
一

+

平)
(川卜 ? ; )一

(竿
+

架勺
一

命
一

[
一

城鲁)
。
一

钒
d 3叨 尸
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」

~ _ 里刃l了亘丝、
R 、 d s /

1 2E J

R I (鲁)
。
一 ZE ‘

姜(鲁)
。
+ O“

3

,
( j )

将(h )
、

(i)
、

(j)式相加
,

并除以 I
,

省去下标 o 和撇
“ , ” ,

则得方程 (3
.

7 )

EF套
+

琴粤
一

琴
一

奥
+ , + 认巧二。

“‘
一 J l “石 J、 钻吞

-

(3
.

7)
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当 I、 O 时
,

则得与方程(2
.

2 2) 相同的方程
。

借助于等式(2
.

1 9) 展开方程(3
.

6) 的第二个方程
,

第 3
、

6
、

9 项的和为

旦
影

(“卜“; )一

罕〔
一 2 ,

(票)
。
一

夸(豁)

1 2E J

l (鲁)
。
+ ZE “
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。
- 1 2E J

R l
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日
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〕

(备)
。
- ZI E J

R

了d 3 “, \
.

~
. , 。 .

一

t甲T二矿
.

1 + 口 (蕊
。

)
\ 口谷 一 / O

( k )

第 l
、

4
、

7 项的和为

一,、..产
尹

|一,口“一
.

忍一

(
E F
一

I一 十
1 2 E J

l
3

一

)
* ‘“‘一“‘, - 卫_ (里三

ZR 、 l

1 2E J

I8 )}
2‘

(尝
一

)
。 +

号(鲁)
。
+ O (,

。

)

〕
E 尸了l d矿 、

= R 气
一

而)
。 十

1 2E J

R I

.

_ ,

E J I

十艺; 一气丙
-

l
式 \

d 3“,

d s
3

+ O (15 ) ( l )

第 2
、

5
、

E F

l

8 项的和为

, 2

(叨 : + 2阴 : + 功 ; ) +

罕 (一 阴 ; 十 2功言一功 ; )

E F了
“

4 R
Z
I [

4 ? ; + ,
2

(赛
‘

)
。
+ o (,

4

)
j
一工”
含
‘

〔
,
2

(黝
。
+ 2

·

犷
:

(鲁)
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。
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]

E F I
巴平

一

叭 一

1卫E J (坐虹、
l 、d s艺 /

d
4功

d s 4 )
。 + 。“

3

’
( m )

将(k )
、

(l) 和 (m )式相加
,

并除以 l省去下标 0 和撇
“ , ” ,

则得方程(3
.

8)

EJ 鲁
十

节(
一

会
一

+ 一

黝
一 。十。‘Iz) 一 ”

(3
.

8 )

当 l、 0 时
,

则得一个与方程 (2
.

23 )相同的方程
。

四
、

扁 曲 梁 单 元

扁曲梁的应变是

du
.

田 d 名田
“=

一

面 十 一左
一

, X = 一 刁云空 (4
.

1 )

把 (4
.

1) 式与(2
.

1) 式相比较
,

显然
,

扁曲梁的膜应变和曲梁 (深曲梁 ) 相同
.

因此
,

膜应变

对单元刚度矩阵的贡献 由(2
.

1 5) 式或 K ,
确定

.

扁曲梁的弯曲应变与直梁 相同
,

对应于这个

弯曲应变的挠度 田 , 是垂直于梁的 (因为变量
: 的定义域在梁上而不是在弧上)

,

如图 7 所

圈 了

示
.

从方程(4
.

1) 易见膜位移对弯曲应变没有贡献, 因此
,
弯曲应变对单元刚度矩阵的贡献

是
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对称
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因为对应于刚度矩阵( 4
.

2) 的挠度 川 , 是垂直于梁的因此刚度矩阵 ( 4
.

2) 必须由转换矩阵 R 转

到整体坐标系中
,

于是扁曲梁的单元刚度矩阵是

KB 二 K, + R r K盖R ( 4
.

3 )

借助于单元刚度矩阵 Ka
,

形成平衡方程
,

可以证明
,

当单元的长度 l, 。时
,

这些 方程逼近

方程 ( 2
.

2幻和 ( 2
.

2 3 )
,

并且收敛率也是 O ( 1
2
)

.

对于直梁单元
、

扁曲梁单元和曲梁单元
,

虽然具有相同的收敛率
,

但数值例子指出
,

扁

曲梁或曲梁 (深曲梁 ) 单元给出了比直梁单元较好的结果
.

五
、

例

下面给出了两个例子说明三种单元的精度

5
.

1 两个集中力作用在 圆 环 直 径 的 两

端
,

如图 8 所示
.

由于对称
,

仅考虑四分之一

圆环
。

对于不同单元和单元数
,

在 刁 点 的 切 向

和法向位移在表 1 中给出
.

回环受均匀法向载荷

每个节点位移均相等
,

其数值在表 2 中给 R 二 10 ,

E J = 0
.

仑3 3 , ,

E F = 10 0 0

农 1 A 点的法向和切向位移

四四分之一团环环 2个 相等的单元元 4 个相等的单元元 8 十相等的单元元 16 个相等的单元元

翻翻翻翻 功功 ““ 川川 份份 切切 助助 脚脚

曲曲梁 单元元 164
。

000 一 153
.

444 I T4
。

888 一 1 61
.

222 1 7 T
.

666 一 163
.

222 1 78
.

333 一 1 63
.

888

扁扁曲梁单元元 164
.

888 一 15 7
。

888 IT6
.

444 一 1 6 2
.

666 1 7 T
.

888 一 I B 3
.

666 I T8
.

444 一 1 6 3
.

888

11111111111111111111111111111111111111173
。

1111111111111 17 7
.

111111111111111111111111111111111直直 梁单 元元 15 0
.

555 一 14 6
.

55555 一 15 8
。

99999 一 16 2
.

666 17 8
.

2
’’

一 16 3
.

666

一一一一一一一一一一一一一一一 163
.

999999999999999999999999999999999999999
解解 析 解解 1

17。
·

‘



4 9 8 吕 和 祥 唐 立 民 刘 秀 兰

衰 2

四分之一圆环 1 个 单 元 2 个 单 元 4 个 单 元

艺U 切

曲梁 单 元

扁曲梁单元

直 梁单 元

0
.

1 0
.

0 0
.

1

0
.

10 2 6

0
。

10 2 6

0
.

0

对

0
.

1

0
.

0

0
。

0

0
。

10 0 6

0
.

10 06

U ,

0
‘

0

0
。

0

0
.

0

一 一�

l
es

卜|
.

|扮

⋯
11

[ 3 〕

[ 4 ]

参 考 文 献

C o o k
,

R
.

D
.

a n d F e n g Z ha o 一h u a ,

D e fle e ti o u a n d b u e k li n g o f r i n g w i th St r a i g h t a 岛d

e u r v e d fi n i t e e le m e n ts
,

C o 阴P o te rs a ”d S tr o c t“r 口召
,

15
,

6 ( 生9 8 2 )
J

6 4 7一6 5 1
.

T a n g L i一 m in
,

L位 H e 一x i a n g
,

C h e n W a n 一ji a n d L i u
_

Y i n g 一 x i
,

Q u a s i一 e o n fo r m i n g

e le m e n t te e h n i q u e fo r t h e f i n i t e e le m e n t m e th o d
,

N “ , ‘ r i c a lM e 才乔
O d 更O r E , 习i ”‘e r ‘”g

,

G
.

A
.

M
.

N
.

1
.

2 Z n d l”te r n a t i o ”a l C只n 夕r e S S D U N O D ( 19 8 0 )
,

5 6与一5 7 2
.

「
·

只 知迂
_

绷椒诵 干的草些 I’ffi 颗知本世姑泊由的俞 用 固优为学学招
_

4 门 9 81 、
.

11

吕和祥
、

刘迎曦
,

有限元法中的拟协调元和在双曲壳单 元上 的 应用
,

大连 工学院学报
.

2 0
,

1

( 19 8 1 )
,

3
.

T im o s h e n k o ,

5
. ,

T h e o rg oj P la te s a n d S he lls
, s e e o n d e d i t i o n ,

M e G r a w 一
H ill B o o k

C o m p a n y
,

In e
.

( 1 9 5 9 )
,

5 13
.

C o o k
,

R
.

D
. ,

C o n e e P ts a o d APP I‘e a tfo n o f F ‘n 玄才e E le o e n t A n a lg s is
,

Jo h n W i le y &

S o n s ,

I n e
.

( 1 9 7 4 )
.

,J,J.,‘n‘
�IJrL

,J工,J�七nor.‘一.‘

T h e C u rv e d B e a m E le m e n t a n d I ts C o n ve rg e n e e R a t e

L u H e 一 x ia n g T a n g L i一m i n L i u X i u 一la n

( D e 户a r t m e o t o f E n 夕i招e e r i n 夕 M e c 几a n ‘c s ,

D a li a” I n s tf公“t 。 o f

T e e hn o lo夕夕
,

D a l‘a ” )

Ab忿t la Ct

T h e q u a s i一 e o n fo rm i n g e le 租 e n t o f t h e e u r v e d b e a m a n d s五a llo w e u r v e d b e a m i s

g iv e n i n t h is p a p e : .

N u m e r i e a l e x a m p le s illu s tr at e tha t th e q u a s i一e o n fo r m i n g e le m e n ts o f

th e e u r v e d b e a m a n d sh a llo w e u r v e d b e a m w h ie h 15 u se d to a p p r o x im a t e t h e c u r v e d

b e a m h a v e b e tte r a e e u r a e y t ha n t五e 滋ra i沙t b e a , e le m e n t
,

T h e c u r v e d b e a m e le m甲
e o n s tr u e te d by d i s p la e e m e n t 埠 e th o d e a n 红。t sa t i sfy r i g id b o d y m o t i o 红 e o n d i ti o n a n d

t h e v e r y fin e g r i d s ha v e to b e u s e d i n o r d e r to s a t i sfy r i g i d b o d y tn o t io n e o n d i ti o n

a Pp ro x iln a te ly
.

I n t h i s p a p e r i t 15 p r o v e d th a t th e s t ra i g h t b e a 扭 e le m e n t a n d th e q u舫i一 e o n fo r m i n g

e le m e n t o f t h e e u r v e d b e a m a n d s ha llo w e u r v e d b e a m
,

w h e n
.

e le m e n t 5 1乞 e 15 r e d u e e d

i n fi n i te ly , ha v e e o n v e r g e n e e r a t e w i t h t h e sa m e o r d e r o ( l, ) a o d w h e n r o g u la r e le m e n t。

a r e u se d
,

1 15 th e e le m e 公t le n g th
.


