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摘 要

油气藏数值 题拟要解一套高维
、

非线性
、

奇异
、

不定常方程组
,

工作量很大
.

本文 讨论非线

性椭圆一抛物方程的多重网格算法
,

给出了四重网格计算子程序
,

并把它用于底水气 田 计算
,

与

SO R 法比较
,

计算结果完全相同
,

计算效率显著提高
.

一
、

目IJ 台

现代专家普遍认为
,

科学与工程问题的数值模拟 已成为继伽里略与牛顿开创的实验与理

论两大方法的第三种科学方法
,

并以前所未有的势头推动技术革命
,

在这场变革中
,

计算机

与科学计算方法相 互依存配合
,

计算能力提高依赖于两方面的发展
.

在巳探明的天然气藏中
,

底水气藏无论储量和产量都占有重要的位置
.

确定合理的开采

方案
,

可有效地防止底水推进
,

提高天然气的采收率
,

具有明显的经济效益
.

了解地下油气藏动态规律
,

数值模拟几乎是唯一最经济
、

最有效的手段
。

模拟过程是把

工程问题化为数学问题
,

再用有限元或差分方法离散成代数问题
,

最后选取合适的数值方法

求解
.

设刃是代数方程未知数个数
,

常用的算法工作量如下
:
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以上表可以看出
,

多网格法优于其它算法
,

国外很多专家认为
,

多网格算法会给计算数

学带来一场革命
.

多网格方法 虽然早在 60 年代已由苏联人率先提出
‘’〕,

但真正蓬勃发展是在七十年代
·

我

国数学家在 80 年代开始注意
,

目前已成为计算数学 中最活跃领域
,

有关多网格专著与文献很

多
,

但理论工作至 今仍处于研究阶段
.

正如尸
a r te r , e te 〔‘’指出

: “

我们才刚开始理解多重网

格法强大思想
,

至于推广应用于工程尚处于开始
· ”

因此
,

把多网格法用 于 油 气藏 数 值模

拟
,

是有意义的事
。 。

〕

.

周光炯推荐
.
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二
、

数 学 模 型

流动方程
·

设地层等温
,

气示液溶
,

窗循D a
、

r c y定律
,

则可崖缩气水两相流体弹性非均质孔隙介

质渗流模型方程为
〔”’

~
‘

~
, ,

汀 / a s
:

.

。 。
.

~ a中
v

·

(“‘v丸 )一认产二 若八误
‘
+ 又‘心 + 。)

“

爵
尸

。

(S )二巾 , 一 小。 一△。Z

S , + S 。 二 -

(2
.

l a )

(2
.

lb)

(2
.

le )

式中 夕“夕
。, ,

A r = r 。 二 ,
·

,

K
·

K
, 一(S )

l, ‘(P )
·

B ‘(P )
= g (气相)

,

切 (水相 )

其余符号具有通常意义
〔“’.

初边值条件

初始条件
:

气藏开采前处于势平衡
,

原始地层压力可以通过井上实测获得
.

边界条件
:

设气藏封闭型边界条件q : !
。。 = o (q 。

为质量流量). 即边界无物质流入或流出
,

该条件可用边界处的零渗透率条件代替
,

这样更利于程序编制
.

方程组 (2
.

1) 与初边值条件一起是一套二维
、

非定常二阶非线性偏微方程组
,

一般是用

差分侩离散后用迭代法求解
.

为了提高效率我们编制成功四重网格法计鼻子程序
,

调用此子

程序可以解一般的二维非线性抛物型方程
‘

所以
,

为了使讨论具有普遍性
,

在下面的论述中

将采用算子形式
.

三
、

多 重 网 格 法

1
.

线性椭圆型方程的
,

多重网格法

先考虑椭圆型第一3扮值伺题 (由于第二
、

三类边值问题的处理方法与第一类并无大的区

别
,

我们就不加以讨论了 )
:

护
。二了气劝 (珑仍

、

L r 。二f
r (二) (正厂

:
= 。口 )

其中L 公为线性椭圆微分算子
,

一

L r
为线性边界算子

.

上面问题离散化后得
:

L份枷二介 (劝 (正口动

鱿
u 、= 八 (幻 (二〔厂户

其中乙份为差分算子
,
L下为离散的边界算子

, 。、为网格函数
,

入为网格尺寸
.

为简单起见
,

在

下面的讨论中略去边界条件
,

并将上式写成
: 一

乙. u、二 f
。 (岛)

.

(3
.

1 )

设
。l为第j次计算细网格的离散解

·

二重网格法的计算过程可用以下简图表示
:
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.

时
, :
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其中
: v , , , :

为松弛次数
,

2h 为粗网格尺寸
,

我们应当把它理解成一个记号
,

对于不等距网

格
,
人不等于常数

,

2h 也不一定等于 h 的两倍
.

忍几为在细网格上经过
, , 次松弛后差分方程的

余量
.

月
“

为限制算子
,

通过它把余量变换到粗网格
.

L
Z

万为粗网格
卜

L的差分算子
.

月
、
为延

拓算子
,

通过它把粗网格
_

匕余量方程的解 U 二、变换到细网格
.

叭 + 犷二为 校 正 后 细网格的

解一
“二

十

少为第j+ 1次计算解
.

一

对于余量方程需要求得精确解
,

这可用直接法或松弛法迭代至收敛
.

过程 (3
.

2)
一

可简单

地表示为
:

粗网格

图 1

称为一个
“
V

”

循环
.

如果在解余量方程时也采用二重网格法
,

‘

则整个求解过程就是三重网格

法了
:

细 细

\
、 ‘

/

\ 黝 /
圈 2

以此类推可以构造出重数更多的多重网格法
.

以上讲的是第j个计算步
,

两个计算步的两个
“
V

”

循环合并起来就是一个
“

W
”

循环
、

·

对

于三重 以上的多重网格法还可构造更复杂的循环方式
,

如

恤 3

等”
靛。算法没有硫

自勺循环、、
,

’

、某一层网格上松弛若干次后
, _

根据。量: 参
量是否

达到要求 以及程序 编制者预先规定的一些判据
,

由计算机判断是转入更租网格还是返回细网

格
。

2
.

非线性及抛物型方程的多重网格法

上节所述的线性多重网格法是建立在线性迭加原理的基础上的
,

不能直接用到非线性方
、 ;

程中
。
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对于非线性问题可采用
“

直接
”

处理方法
,

即所谓
“

完全近似技术
”

(f 叭1 aP Pr
o xi m a -

tio n te e h n iq u e , “
F A T

”

)
,

‘

这可参看 B r a n d t〔
“, ,

s , u be n 〔
‘, 的文章一间接

, ,

处理方法是寻

求一个近似的线性算子
,

从而用线性多重网格法来解决非线性问题
.

例如
,

对于非线性问题

几晰 = f
。 ,

用牛顿法
,

有
:

岛试 + 粼 (可 )卜孟= 八 (3
.

3)

设算子L孟为算子L 工(u 扫的线性近似
,

则用线性多重网格法解

L 百厂工二心
:
二六 一去

。川 (3
.

4)

得犷鑫
,

最后得到j十 1计算步的近似解
:

“孟
+ ‘
= 川 十厂孟

‘

(3
.

5)

在实际计算中往往来用更简单 的线性化迭代过程
.

在第j+ 1个计算步直接取L 、的线性近

似算子L ;
,

用多重网格法解线性问题
:

、

L {枷二 f孟 (]’一 0
,

1
,

2. 二 ) (3
.

6)

就可 以得到非线性问题的解
.

渗流力学中的非定常问题的模型方程是抛物型的
:

日u

一凡 ;一 十石材= 了
O r

(3
.

7 )

对时间采用隐式差分格式
:

L u” = f
“

一
u n

一 u一
l

△t
(3

.

8 )

其中沪
一 ’是上一时间步的计算值

,

对于第
n 时间步

,

它是已知量
.

因此 (3
,

8) 式对于未知量
“,

是非线性椭圆方程
,

可以用多重网格法求解
。

线性多重网格法的收敛性可 以从不同角度去研究
,

主要方法有局 部 F。盯 ie r
分析 法

,

H ac kb us c h方法
,

M o C or m ik 法及偏差校正法二对于我们所处理的非线性问题
,

即使只用单

网格和简单 Jac o bi 迭代
,

其收敛性也没有得到证明
.

不过
,

对于渗流方程组(2
.

1) 在单一的

网格上离散
、

迭代求解
,

人们已积累了相当多的经验
,

对于多重 网格的计算这些经验都是值

得借鉴的
.

r
l

四
、

两相渗流方程的离散及求解

1
.

离散化方程

对于一个微分方程来说
,

离散的方法有很多
,

一般来说
,

有明确物理意义的差分格式往

往会得到好的结果
,

这只要回想一下我们的数学模犁本身就是通过把守恒定律用到体积微元

中然后取极限而得到的就可明隙
,

对于收敛性没有得到证明的复杂问题则更应该时刻注意这

一点
.

对于方程组(2
.

1) 我们采用控制容积法将其离散
,

系数 a :在控制容积的边界上取值
〔’。’.

对非定常项
,

扶照 (3
.

8) 式采用隐式格式
,

对于非线性项
,
其京数依上次迭代结果取值就可

得到 (3
.

6) 式中的线性近似算子
。

与文献 〔6」一样
,

我们采用计算量较小的隐压显饱 (IM PE S) 方法并用压差方程代替压力

方程
,

得
:

△a△中 一 e中 十 f (4
.

1 )

式中
:

示= 革
。一由扩

,
一中 :
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△aA 中 = B , △a , △中 + B 。△a 。△中

△a :么中‘= △
: a ‘么

,

中 : + △, a :么, 中:

△
二 a :么

二

中 . =
2

△劣‘
, x + A劣卜 :

口忍‘+ 1 2忍

声、 日气

中
‘

筑尸
:

件如一 电
瑟户

△劣
‘十1二 x ‘+ I 一劣‘

‘= 召 , + e 。 , 召 :‘ C
·

S : (C 价+ C ; )

j 二 (B , 十 R B 。)Q ,
/犷一B

, △a , △少二一B , △a 。△少二

2
.

实际问题的计算

图 4 是 四川某地一个气田的平面图
,

我们采用一长方形区域将其包围
,

对矩形区域用等
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圈 4

距网格剖分
.

第四重网格 (L 二4) 是最细的网格
,

网格数为 28 x 56
,

第三重网格为14 x 28
,

第二重网格 (L = 2) 网格数为 7 x 14
·

由于 7 不能被 2 整除
,

此例中只采用三重网格法
.

在气

藏之外岩石的渗透率为零
.

各重 网格的差分方程的系数及右端项均在主程序中算出
。

限制算

子 (精。粗 ) 取为
:

r 1 2 1 飞:

, 红
;

全磊卜
‘ 2

}
t 1 2 I J ‘ 十 1

延拓算子取为与I至
十 ‘互伴的双线性插值算子

:

、 1 2 1 「‘ + l

Il+l :
一

立
一

卜
‘ 2

}
,

J 1 2 I L一

四重网格法子程序MG 的框图见附录
,

计算结果放在 E ‘
中

.

本法问题计算结果表明
,

在

同样精度要求下多重网格法收敛速度比单网格松弛法高得多 (表2 )
.

由于最后 的迭代是在最

细网格中进行
,

所以用多重网格法得到的结果 与单网格法完全相同
.

显然
,

随着网格加密或

问题规模加大 (如三维问题)
,

多网格法的优越性愈加突出
·

表 3 所 列 的 是 气藏的主要参

数
。

图5是气田开采 539 天后的压力分布图
,

图中的黑点表示井的位置
.

图 6 为两口气井的压

力随时间变化曲线图
.

最后还有几点补充说明
:
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时间步数 用于迭代的计算量 CFU 时间

SOR

三重网格法

(1 9 2 X 10通)K

(6 3 X 10 ‘)K

3 24秒

16 6秒

注
:

K 为一个网格点迭

代一次的计茸鱼

裹 3

气相重度

渗 透 率

气相粘度

岩石压缩系数

束缚水饱合度

大气压力

气藏温度

地面温度

气旅橄通今教表
‘
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3 原始气水界面压力 (尸0) ZO0k 以
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1
,

0 3 3 kg / c砂 临界压力 (P
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) 4 7
.

2 5kg /
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6o K 临界温度 (T “) 19l
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困 5 压力分布田

1) 与文献中分数步长法不同
,

有较大的截断误差
.

圈 6 压力
,

时间曲线田

多网格法完全从整体离散方程着手
,

而分数步丧法通常

渗透

辈
有

器暑霎雾男望豁霭鼎橇檬黑彝鬓鼎篇默纂纂粼矗创裂裳
术上

勇
时

警霭靠霎攫警霆黯默鬓氛
但要求更多的、

量
,

因; 很少; 用二

本课题得到四川石油局开发研究院张厚清等同志的大力协助
,

仅此表示感谢
.



油气藏两相渗流问题的多重网格法

附录
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:

方手易后端项 I卜
、

.

眠侧算子 I日
:

延拓育子

松弛次数 三R 尺 〔‘ ) 城遂拉润谊
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