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等直蜂窝夹芯盒式矩形截面杆约束

扭转应力和位移的解析解
X

张英世,  张  行

(北京航空航天大学 飞行器设计与应用力学系, 北京 100083)

(我刊原编委何福保推荐)

摘要 :  用待定函数法建立等截面蜂窝夹芯盒式矩形截面直杆约束扭转微分方程并求得其通解# 

求得无量纲化的面板正应力、剪应力, 芯材剪应力和横截面的翘曲位移# 数值结果表明, 面板正应

力沿轴向衰减很快# 距固定端 20 h 远处横截面的面板正应力仅为固定端处的百分之一# 
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引   言

蜂窝夹芯结构具有比强度高、比刚度大的特点, 因而日益广泛用于军事工业和民用工业

中
[ 1]# 但在此方面未见公开发表的文章,只有文[ 2]研究了等直蜂窝夹芯盒式矩形截面杆自由

扭转的应力和位移# 本文在此基础上, 并考虑到薄壁杆件的经典理论[ 3~ 5] , 讨论这种杆约束扭

转时的应力和位移# 

图1所示蜂窝夹芯杆, 其上、下面板承受面内正应力与剪应力, 左右腹板只承受面内剪应

力,中间填充的铝合金制成的正六边形蜂窝夹芯材料与面板用胶粘接在一起,并被简化为无限

多个无限薄的腹板# 

1  几 何方 程

蜂窝夹芯盒式矩形截面杆发生约束扭转时, 其各个横截面的翘曲各不相同, 翘曲位移是

x、y 的函数us = u s( x , y )# 首先利用面板的剪应变导出 us 的表达式# 根据乌曼斯基假设[ 6] ,

设面板的剪应变为

  Cs = f ( x ) g( y ) , ( 1)

式中, f ( x ) 为待定函数; g( y ) 为杆自由扭转时面板的剪应变

  g( y ) = C( f )s ( y ) , ( 2)
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式( 1)表明: 当 x 固定时,约束扭转的剪应变分布规律与自由扭转时的一样; 当 x 变化时, 不同

横截面的 Cs 不同# 

  图 1 蜂窝夹芯盒式矩形截面杆

设面板上任一点 A 在 xy 平面内的总位移为

v ,其沿 y 轴在切线方向的分量为vs ,沿 z 轴法线方

向的分量为 wc (图2) ,则由几何关系,有

  vs = - hU, ( 3)

式中, U为杆的扭转角# 面板的剪应变为

  Cs =
5 vs
5x +

5 us
5y = - h ; +

5u s
5y , ( 4)

式中, u s 为扭翘,即横截面沿 x 方向的位移; ; =

dU/ dx = ; ( x ) 为单位长度的扭转角 # 将式(4)

两边对 y 积分,并考虑到式( 1)、( 2) ,有

  us ( x , y ) = us ( x , 0) +

    f ( x )Q
y

0
C( f )s ( N)dN+ hy ; , ( 5)

式中, u s( x , 0) 为点 z = h, y = 0的扭翘,根据问题的反对称性,可使 us( x , 0) = 0, 故有

  us ( x , y ) = f ( x )Q
y

0
C( f )s ( N) dN+ hy ; # ( 6)

图 2 位移分量的前视图             图 3 位移分量的侧视图  

面板沿 x 方向的正应变为

  Ex =
5u s
5x =

df ( x )
dx Q

y

0
C
( f )
s ( N)dN+ hy

d ;
dx# ( 7)

将蜂窝芯材简化为无限多个无限薄的均匀分布的受纯剪的腹板, 其内沿 z、x 方向的二线

素ab、cd 分别转移到acbc、ccdc处(图 3)# 由芯材的几何关系,有

  Cc =
u s( x , y )

h
+

5wc

5x =
f ( x )
h Q

y

0
C( f )s ( N)dN+ 2y ;# ( 8)

2  物 理方 程

面板的正应力、剪应力及芯材的剪应力分别为

  Rs = E 1Ex = E1
df ( x )
dx Q

y

0
C
( f )
s ( N) dN+ hy

d ;
dx , ( 9)

  Ss = GsCs = Gs f ( x ) C
( f )
s ( y ) , ( 10)

  Sc = GcCc = Gc
us ( x , y )

h
+ y ; # ( 11)
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3  平 衡方 程

由图 4所示上面板体素的平衡, 有

图 4  面板体素示力图

  
5 qs
5y +

5( Rsts )
5x - Sc = 0, ( 12)

式中, qs = Ssts为面板横截面上的剪流, ts为面板厚度# 

横截面上各点剪应力形成的剪力素对扭心的合力

矩合成扭矩 T 如下

  T = - 4hQ
b

0
qs dy + 4hQ

b

0
Scdy + 4hqw ( b ) b,

( 13)

式中, qw = Swtw 为腹板上的剪流# 剪流连续条件为

  qw = - qs | y= ? b# ( 14)

4  支 配方 程

式( 12)两边从 0到 b 对 y 积分, 并考虑到式( 9)、式

( 10)与式( 11) ,有

  Gsf ( x ) C
( f )
s ( b) - Gsf ( x ) C

( f )
s (0) -

Gc

hQ
b

0Q
y

0
f ( x ) C( f )s ( N)dNdy +

    E1 ts
d
2
f ( x )

dx
2 Q

b

0Q
y

0
C
( f )
s ( N) dNdy + Q

b

0
hy

d
2
;

dx
2dy - GcQ

b

0
2y ; dy = 0# ( 15)

将式( 6)、( 10)、( 11)、( 14)代入式( 13) ,可得

  f ( x ) =
1
A
-

8Gcb
3
h ;

3AT
, ( 16)

式中

  A= T
2
F
-

1

2F
b
G

( shrb + br chrb ) - 1

2
Gs

Gc

t sh

b
2 F

2
3
-

chrb

( b
2
r ) / G

+
shrb

( b
3
r
2
) / G , ( 17)

  F= 1 +
G
2b

Gwtw

Gsts
b
h
- 2 shrb + rbchrb , ( 18)

  G=
2h

hr chrb +
Gwtw
Gsts

shrb

, r =
Gc

Gstsh
# ( 19)

将式( 16)代入式( 15) , 有

  d2 ;
dx 2 -

B
A
; =

C
A
, ( 20)

其中

  A = E1 tshb
2 1

2
+

b
2
r
G
- chrb + 1

3
Gs

Gc

tshr

G
AF

, ( 21a)
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  B = Gcb
2 Gr ( chrb - 1)

3AF
+

b
2
r
G
- chrb + 1

3
Gs

Gc

tshr

G
AF

+ 1 , ( 21b)

  C = -
T

8bh

Gr ( chrb - 1)
AF

+

b
2
r
G
- chrb + 1

Gs
Gc

tshr

G
AF

# ( 21c)

5  解   法

方程( 20)之特解为

  ; 0( x ) = -
C
B
, ( 22)

其通解为

  ; ( x ) = ; (0) ch B
A
x +

;c(0)
B
A

sh B
A
x -

C
B
, ( 23)

式中, ; ( 0)、;c(0) 为 ; ( x ) 的初参数,可由杆的边界条件确定# 将式( 23)代入式( 16) , 有

  f ( x ) =
1
A
-

8Gcb
3
h

3AT
; (0) ch

B
A
x +

;c(0)
B
A

sh
B
A
x -

C
B # ( 24)

将式( 23)、( 24)代入式( 6)、( 9) , 利用杆的边界条件

  us (0, 0) = 0, Rs( l , y ) = 0, ( 25)

可得

  ; (0) =
C
B
= -

3T

8b
3
hGc

M
N

=

     -
3T

8b3
hGc

@

Gr ( chrb- 1) +

b
2
r
G
- chrb + 1

Gs

Gc

tshr

G

Gr ( chrb - 1) +

b
2
r
G - chrb + 1

Gs

Gc

t shr

G

+ 3AF

, ( 26)

  ;c(0) = -

B
A

sh
B
A
l

ch
B
A
l

; (0) , ( 27)

  M
N
= Gr ( chrb - 1) +

b
2
r
G
- chrb + 1

Gs
Gc

tshr

G

Gr( chrb - 1) +

b
2
r
G
- chrb + 1

Gs
Gc

tshr

G

+ 3AF

- 1

# 

( 28)

将式( 23)、( 24)、( 26)与式( 27)代入式( 9)、( 10)、( 11)及式( 5)可得无量纲化的面板正应力、

剪应力、芯材剪应力及横截面的翘曲位移如下
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  �Rs =
Rs

S(0)s (0)
=

3tsF
Gc

E1
(2 - Gr )

2
y
G
- shry

3
Gs

Gc

ts

G
AF

+
hy

b
2

M
N

B
A

@

    sh
B
A
x -

sh
B
A
l

ch
B
A
l

ch
B
A
x , ( 29)

  �Ss =
Ss

S
(0)
s (0)

=
2- Gr chry
A(2- Gr )

@ 1 +
M
N

ch
B
A
x -

sh
B
A
l

ch
B
A
l

sh
B
A
x - 1 , ( 30)

  �Sc =
Sc

S(0)s ( 0)
=

2
y
G
- shry

Gs

Gc

h
G
A(2- Gr )

+
3FtsG

b
2
(2 - Gr )

@

    M
N

2 y
G
- shry

3
Gs
Gc

h
G
AF(2- Gr )

+ 2
y
G ch B

A
x -

sh
B
A
l

ch
B
A
l

sh B
A
x - 1 , ( 31)

  �us ( x , y ) =
u s( x , y )

u
(0)
s ( b)

=
2
y
G
- shry

A
b
G
- shrb

+
3F

b
ts

Gc

Gs

b
G - shrb

@

     M
N

2
y
G
- shry

3
Gs

Gc

ts
b
AF

+
hy
bG ch

B
A
x -

sh B
A
l

ch
B
A
l

sh
B
A
x - 1 , ( 32)

式中, S(0)s (0)与 u
(0)
s ( b) 分别为杆自由扭转时,面板中点处的剪应力值与横截面右上角的翘曲

值[ 2]

  
S(0)s (0) = -

T (2- Gr )
8tshbF

,

u
( 0)
s ( b) = -

T( b - Gshrb )
8tshbGsF

# 
( 33)

图 5 �Rs 沿轴向的分布     图 6 �Rs 沿横截面宽度的分布
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6  算   例

求图 1所示蜂窝夹芯盒式矩形截面杆约束扭转的应力和位移# 取 E1= 70GPa, Gc = 0. 21

GPa, Gs = Gw = 27 GPa, t s = tw = h/ 50, b = 4h# 求得 x = 10h处的�Rs、�Ss、�Sc 和�u s 值,示于

表1# 其中,横截面形心所在的横向位置为点 0,向右分别为点1, 2, 3, 4,向左分别为点- 1, -

2, - 3, - 4,相邻两点间的距离为 h# 
表 1 应力和位移沿 y 方向的变化

点 4 3 2 1 0 - 1 - 2 - 3 - 4

�Rs 0. 757 4 0. 602 4 0. 414 8 0. 210 8 0 - 0. 210 8 - 0. 414 8 - 0. 602 4 - 0. 757 4

�Ss - 0. 665 2 - 0. 856 6 - 0. 955 8 - 1. 002 9 - 1. 016 8 - 1. 002 9 - 0. 955 8 - 0. 856 6 - 0. 665 2

�Sc - 0. 049 5 - 0. 038 3 - 0. 026 0 - 0. 013 1 0 0. 013 1 0. 026 0 0. 038 3 0. 049 5

�u s - 4. 195 1 - 3. 370 4 - 2. 204 3 - 1. 091 2 0 1. 091 2 2. 204 3 3. 370 4 4. 195 1

  表 2 �Rs 沿 x 方向的变化

x B/ A 0 0. 226 0 0. 451 9 0. 677 4 0. 903 2 1. 129 0 1. 354 7 2. 257 9 3. 386 9 4. 515 8 6. 773 7

�Rs 7. 248 0 7. 205 9 4. 612 4 3. 679 5 2. 935 3 2. 341 6 1. 868 0 0. 756 5 0. 244 4 0. 079 0 0. 008 2

7  结   论

数值结果表明, 等直蜂窝夹芯盒式矩形截面杆约束扭转时, 面板正应力、芯材剪应力及横

截面的翘曲位移沿横截面宽度呈反对称分布,面板剪应力沿截面宽度呈对称分布;面板正应力

�Rs、剪应力 �Ss 和横截面的翘曲位移�u s 均沿截面宽度呈反对称分布, 芯材剪应力 �Sc 沿截面宽度

呈对称分布# 面板正应力沿轴向衰减很快# 距固定端 20h 远处横截面的面板正应力仅为固

定端处的百分之一# 

图 7  �Ss 沿横截面宽度的分布     图 8  �Sc 沿横截面宽度的分布

图 9  �u s 沿横截面宽度的分布
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Analytical Solution of Restrained Torsional Stresses and

Displacement for Rectangular_Section

Box Bar With Honeycomb Core

ZHANG Ying_shi,  ZHANG Xing
( Depar tment of Flight Vehicle Design and Appli ed Mechanics , Beijin g Univer sity

of Aeron autics and Astronautics , Beijin g 100083, P . R . China )

Abstract: Differential equation of restrained torsion for rectangular_section box bar with honeycomb

core was established and solved by using the method of undetermined function. Non_dimension normal

stress, shear stress acting in the faceplate and shear stress acting in the honeycomb_core and warping

displacement were deduced. Numerical analysis shows the normal stress attenuates quickly along x_

axis. Normal stress acting on the cross_section at a distance of 20h from the fixed end is only one per

cent of that acting on the fixed end.

Key words: honeycomb structure; constrain; twist; attenuation; rectangular section box bar; normal

stress; shear stress; warping displacement
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