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摘 要

本文采用刚塑性假设
,

对环形悬臂梁在自由端受一刚性质量径向冲击时的塑性动力响应 问 题

进行了分析与研究
.

给出了质点响应速度与移动塑性铰位置间的精确表达式
,

并由此发现了 环形

梁塑性动力响应 的 一些特殊性质
.

弓} 言

研究梁式结构的塑性动力响应特性
,

对许多工程问题
,

’

如
:

管道甩摆 (Pi p e 一 w h iP)
、

抗

冲击建筑物设计及能量吸收装置等
,

都具有十分重要的意义
. 、 ‘ ’

一
-

P a r
ke

s 〔’, 2 ’基于完全刚塑性假设
,

利用移动塑性铰的概念
,

研究了悬臂直梁在 自由端受

一刚性质量冲击时的塑性动力响应问题
,

并给出了直梁问题的精确解答
.

Y u[ “ , 略’
对 四 分之

一环形悬臂梁的塑性动力响应特性进行了研究
,

给出了非常有价值的数值分析结果一
Par ke

s 和 Y 。 的问题有着共同的性质
,

即梁的塑性动力响应过程包括两个阶段
:

第一

阶段
,

塑性铰从自由端移动到固定端 , 第二阶段
,

梁绕固定端进行刚体转动
.

本文针对圆心角为势
。

的任意环形悬臂梁 (如图 1所示)的
r

塑性动力响应问题进行了分析
,

给出了响应速度的精确解答
,

并研究了其响应特性
.

口 1 环形梁受用性质皿径向冲击 圈 2 班性校在H 点时的变形过粗
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二
、

基本假设与微分方程

考虑一个圆心角为叻
。

的环形悬臂梁
,

在 自由端受一刚性质 量径向冲击
,

_

如图 1所示
.

认为

冲击持续时间非常短暂
,

且冲击后刚性质量附着在梁上
,

这样
,

可将冲击载荷理想化为一个

脉冲量
.

设冲击块质量为G
,

冲击速度为编
,

梁的单位长度质量为 , ,

梁的半径
、

厚度和宽度分

别为R
,

h 和 b
.

并假定
:

1
.

梁为完全刚塑性 ;

2
.

材料特性不依时间而变
,

因此
,

动力塑性弯矩M
。

不随应变速率而变化
,

是一常量 ;

3
,

梁的的厚度远小于梁的半径
,

即h《R
,

因而
,

可略去剪力和轴向力的影响
,

4
.

梁的变形与 R 相比非常小
,

所以
,

动力微分方程的导出和几何关系都以初始结构形状为

基准 ,

5
.

具有可移动的塑性铰
。

类似于四分之一环形悬臂梁塑性动力响应微分方程的推导过程
〔摇’,

设时间为 t 时
,

塑性
2 . 、、

铰位于H 处
,

其角度为刀
,

如图2所示
.

尸点
,

角度为功(功< 户
,

是弧段 H A上的一点
,

由几

何关系
,

有
:

功= (刀+ 必 / 2

瓜 绕瞬时中心H 作刚体转动
,

点尸 的速度为

刃 = v
·

sin 功诬+
v

·

e o s
功了

一 sin (”屯今
十

一s(
“
飞
叻

一

)
·

,
(2

.

1 )

对 (2
.

1) 式微分
:

, 一

杀一卜
·

(”梦)+v 一洲了);少
+

[0.c
。 S

(
“
飞
‘
)一

i·

(
”
丫期

,

于是
,

(、)
2
= ,

·

, = 。
2
+ v “

沙
“

2 4

同理
,

对A 点有
:

(9)
: 一必 + 尸万

“

/ 4

(2
.

2 )

(2
.

3 )

(2
.

4 )

。 与 V 间有如下关系
:

si P--( 刀二越邝
sin刀/ 2

。

梦2刀2(刀一价)
,上q‘

n;
几

S

公== 夕

S l n

+

;
F

气
in

(2
,

5 )

(2
.

6 )

2

应用 T a rn uz h「
“’刚塑性动力变分原理

,

J = J (夕
,

万)
此时泛函为

:

1 「声
, , 、 , n , 。 .

1 ,
, 一

,.
、 ,

. : , ,

=
一

万 l 勿叹v少
一

八。梦个石卜。气v 少
一

十z YI . 田
‘ 一劝 ‘

(2
.

7)

尸产. 、
.

式中。 = 犷/ 姆R “in夕/幻为弧段 H A 绕H 点转动的瞬时角速度
,
根据 T ‘m “h厚理

,

弃实的
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加速度场应使 泛函J取最小值
,

即
:

aJ / a夕二 o

和 aJ / 。尹= o

由此导出环形梁塑性动力响应的微分方程
:

(2
.

sa )

(2
.

sb)

d V 朴

d 才补
(1一

0 5
, + : 5 1。 , ) +

一

;
二一

碧[ 2刀

d犷朴

d t朴

一 sin 刀+ 占(1 一
e o s
刀)〕= 0

〔刀一
sin 刀+ 舀(1 一

e o s
刀) ] +

(2
.

9 )

护
·

寨
一

1
2

。 z + eo s
夕1 _

_ : _
刀

一尸
~

几三 吞 一 ~ 一况 u 而
.

, lu P J ‘

(2
.

1 0)

其中 F 势= 犷/厂
。,

产 = T 。= 厂 oo R
么

/M
。,

蜜= G / m R

三
、

微分方程的分析解

(一 ) 响应速度V 肠

利用关系式
:

d

d 才补
’

_

一丝
d 才铸

(3
.

1 )

0, ‘一d
T

了户矛亨

微分方程 (2
.

9) 可变换为
:

d 犷朴
, _

。
. ‘ .

八 、

1
, , 二 , _ 。

一

d刀 ‘1 一 C o sp 十当“, ”p 少十 2 ”
‘ ’

L名p

一 sin夕+ 言(1 一
e o s
刀)卜 0

将 (3
.

2) 式分离变量后得
:

(3
.

2 )

‘·F一封丝睽黯念立犷
2

物 (3
.

3 )

令
:

tg a = 占
,

则由 (3
.

3) 式导出
: (3

.

4 )

In : 一 :n s in

(咨
+ a

)一
t‘ a

·

‘n

s‘n

(誉
+ a

)
刀

刀
�

2一
n
�

S
�

+ 2 e t g a

, ; 。 刀

「
, _

一 2 J Z 刀
1 1 1 1

——
石 h 一一 一 砚一 ‘j l 石一

J
。 : . I P 土 。、 \ 艺
舀二J 昌 t 石 一「 ‘汤 口

\ 艺 /

) (3
.

5 )

利用积分公式
:

{
‘n s‘n 二d ‘一 ‘

·

‘n s‘“‘

一 1 )
” + 介

·

(Zn ) 全
。 十 :

2
2 ” 飞而众丽干1 ) 〕

2

·

s in (Zn一 Zk + 1 ) 戈 ( 3
.

6 )

( 3
.

6) 式的推导过程见附录
.

这样
,

(3
.

5) 式变为
:
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。一 ,
.

「
s in

(穿
十 。

、飞
‘一 ’‘’“

‘
.

。x ,
丁
4

·

。tg 。

二立
(一 1 )⋯

‘ 、 ‘ z J ‘
一

0 七一 。

(Zn )心盒
, 、 1

[2
2 ”

(n !) (2”+ 1 )〕
“

“

S ln a
‘

C O S
(2璐一 2寿+ 1 )

2
(刀+ a ) } (3

.

7)

这里
,
C竺

, 十 , “ (2n 十 1 ) , / 【(扭十 1一 k) !
·

翻」
,

A 为积分常数
,

可由初始条件确定
.

根据
:

衅 {扮二。启 1
.

及 刀}户一。 ~ o (3
.

8 )

代入 (3
.

7) 式后求得
:

A 一 ‘5 ‘二 ,
“· “‘

一
‘
二 p

{
一‘一g ·

鑫息卜
1 )一

、l卜」
a

. _

(2 卵哪卜
1

-

〔2
2 ”

(” !) (Zn + 1 )〕
“

于是 ; (3
.

7) 式可写成
:

5 I n
(Z n一 2秃+ 1 )

.

、

2
口

.

C O S

(Zn 一 2寿+ 1 )

2
(3

.

9 )

厂一 [

_

犷
_

/ 刀
上 _ 、

J I红 ‘ _ - 「 “ ,

、 艺 / 1 一 Z o e 七g 口

S ln a l
·

。X p

王
8·, g a

,

乙 乙 (一1 )
” + 介+ ’

月一 0 今一O

(2 , ) !C竺
。 十 ;

[ 2
2 “

(林 !) (Zn + 1 )」
“

.

S ln
(2”一 2舜+ 1 )

2

_ _ : _

(2 n一 2寿十 1 ) 。

“
.
万i n - 一

-

- 一 万

一 一
万一一 O

4

.

、in ‘”n一 2

夕
+ ‘) (刀+ : a )冬

4 夕
(3

.

1 0 )

(3
.

1 0) 式给出了响应速度厂
肠与移动塑性铰位置 刀间的解析表达式

,

是微分方程 (3
.

2)

的精确解答
.

(二) 响应时间尹

将 (3
.

1) 式代入 (2
.

1 0) 式
,

导出
:

d犷
·

〔“一
s‘n刀+ “‘

一
s
“, :

.

+ 犷 ,

(
‘

1 月
~

l士99笋刀
2 尸 s in夕 )}多一

i·

尝 (3
.

1 1 )

于是
,

一!:{豁
〔5 1·刀一 : (卜一”卜”〕‘

5‘·

穿

刀d
、tr,

乙幻
�

今“

朴
�

厂n

�

S
刀2
旦

,
.

1 士夕旦s

理犷书
刀

( 3
.

1 2 )
S生n

Z s in 刀

由 ( 3
.

2) 式
,

导出
:

、

、
产、、.了

矛

d 犷肠

J刀

口犷
朴

C O S

。 , , , ; ,
‘ , : _

刀
‘勺 l 卞 g

一 ’

。 么1 毛 。

‘

, 一

、
一

。 一
、十

一)落一
s ‘n
戈,2 十

仪

/
乙s , n

气乏+ a

+ a

厂公

( 3
.

1 3 )
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苦
刀

.

2厂n岁
.

51和
:

一必碗哪
co

s

(叶豹

一 2 、 , +
。

;·

(f+a )豁 (3
.

1 4 )

将 (3
.

1 3 )
,
(3

.

2 4 )式代入 (3
.

1 2 ) 式
,

经简化得
:

*
刀2F

一n门口
尸

一
.

犯‘’一 2犷’ 5 ·。a

一(雪
+ a

)一

+ 5

一):
厂一‘·

(言
+ a

)
d刀

(3
.

1 5 )

由于方程 (3
.

10 ) 已给出了厂t 刀的显式表达式
,

因此
,

方程 (3
.

15 ) 实际 上为 户
一
刀的

积分形式的显式表达式
,

给定一个刀值
,

就可由 (3
.

1 5) 式求得塑性铰从自由端移动到圆心

角为刀处所需要的时间尹
.

四
、

分 析 与 讨 论

(一 ) 解的收敛性

响应速度犷
朴的级数解 <3

.

1 0) 式可写成如下形式

厂一〔

_ : _

/ 刀
, _ 、

O I U I _ 气「 “ l

\ 艺 /

S ln a 」
‘
已 X p 飞

乙

.

c tg a
乙

(Zn ) !

〔2
”

(。! ) (2。 + 1 )」
“

·

}
S‘n Z

一(套
+ a

)一
in

Z

一睿一
‘n

Z

一 〕} (4
.

1 )

(4
.

1) 式厂赞
解的收敛性问题归结为级数

:

(5 in 6 )么
, + 1 = “,

(0)
8乙�( Z n ) !

〔2
”

( n r) ( Z n + 1 ) 〕
2 ( 4

.

2 )

的收敛性问题
。

在口〔( 一。
,

+ 。 ) 时
,

都有
:

门口
n

,
. �

+1
、、J户

.

n打,州
J

‘
、、

,夕

!
。 ,

、。) !一

{
一

〔;
”、、

:

一卜
〔*、考裸专

1 , :
恶

1
·

2
·

4

3
·

七⋯ ( 2 拄一 1 ) 一 1 一 1

小
二
加火而千2户气 ( Zn + 1广、

一

又万千 1 )
“ ( 4

.

3 )

而尸
一

级数
:

认 异
,

1 答
乃 二二 ) . 二二 )

汀
,

丫 沉

1

( n + l ) p ( 4
.

4 )

当 尸> 1 时是收敛的
. ‘

所以
,

级数S (0) 在
:( 一。

,

+ oc ) 内是 ~ 致收敛的
,

因而
,

产的解在胜 (一二 , 十‘ )时

也是一致收敛的
.

以刀= 二/ 2为例
,

来讨论 犷汽刀解的
一

收敛速度
.

图3示出了 省分别为 。
.

01
, 。

.

1, 1 , 1 0 ,

1 0 0时取前刀项和进行计算的结果
.

图中犷竺
。

表示取N = 10 时所计算的响应速度犷
.
值

一
由图可
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见
,
犷补随N 的增加而迅速收敛

.

对所选各占值
,

当 N 取零时
,
犷言与 犷全

。

的最大误差也只 有

1 4
.

6肠
,

最小误差仅为0
.

17 呱
.

当N取 4~ 6时
,

就可得到足够高的计算精度
.

以下所列各种

结果都是取N = 10 进行计算所得
.

. : ”一 梦时
,

不同: 下
,

犷 ’

随N 的变化情况

(二 ) 塑性动力响应特性

对P a r
ke

s t ”的直梁塑性动力响应问题

v = 犷
。

/( 1 + 擎蒸、r

一
r

o, 、
二 ’

Z G /

州多 ;
一

污

(见图4 )
,

.

速度响应公 式为
一

:
_

、 、

(4
.

5 )

可见
,

只有当 x , oc
,

即梁长L爷‘时
,

才有速度 厂 , 0
.

这表明直梁的塑性动力响应过程总

是由两个阶段组成
.

首先
,

塑性铰从自由端移动到固定端 ; 然后
,

梁绕固定端作刚体转动
.

‘

对环形悬臂梁
,

其速度响应公 式 (3
·

10 ) 式可写为
:

一
、
\厂

-

(4
.

6 )
)一a一in(

一

厂‘一 F ‘”,
·

}
式币

,

; (口)一
e x p

工
8

·

c ‘g a
·

乙 乙
(2”) ,C全

。 十 :

仲 , O 吞 . 0 团
”

(n l) (Zn + 1)

(一 1 )
”+ 告+ ‘

.

(Zn一 Zk + 1 )
.

(Zn 一 Zk + 1) 。
.

(2叮一 2寿+ 生)
,

。
.

_ 、

丫
’

“‘” 一一乏
一

一一
一
口

’

“‘”
- -

一一了一
p

‘ “‘“ 一

下万万
人 p 十 乙a ’主 气4

·

了)

F 阴)是有界且恒大于零的函数
.

因雪恒大于零
, a = a r o tg雪

,

所以
, O< a < “/ 2

,

由 (4
.

6) 式可看出
,

当o < (刀/ 2 + a) < 二

时
,

即。( 刀《二时
,

总有V 铸> 0
.

由此可见
,

若环形梁的圆心角砂
。
成“,

则当塑性铰运动到梁

的固定端时
,

仍有犷
铸> 0

,

即系统还具有剩余能量
,

这部分能量由梁绕固定端的刚体转动来

消耗
.

这说明
,

当 丸簇“ 时
,

环形梁的塑性动力响应过程
,

与 Par k e s 的直梁问 题相类似
,

总是包含了塑于笋狡移动和梁绕固支端刚体转动这两个阶段
.

Y u 的四分之丫环形梁问题 就是

劝
。

, 二 / 2时的特例
。

本文也以叻
。二 , / 2为例

,

用所得精确解来定量地研究其塑性动力响应过程
.

图5示出了不同占时犷
芳
随刀的变化情况

.

可见
,

随着塑性铰向固定端的移动
,

响应速度单
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调减小
,

当塑性铰到达固定端 即刀= 二/ 2 时
,

速 度 仍 不 为 零
.

如
:

占= 1 时
,

0
.

3 8 8 2
。

!
、

色自台

、、
几

之

恙
圈 4 P

孟
r k
若
s

一

立桑冲击
日 S A点遨度犷

’

随妞性校位且口的盛化倩况】

系统的初始能量为
:

一

E 。= G 厂拟2

塑 性绞位于刀时
,

系统具有的能量为
〔“’:

呈(4
.

5 )

马一“。厂“
(l

+

;
·

仁豁) (4
.

9 )

当刀二功
。
= 二/ 2时

,

第一阶段内系统所消耗的能量比为
:

(1一 E 于/ E
。

) = i 一 V 肠么(1 + 0
. ‘

5 7 0 8 /省) (4
.

1 0 )

图 6示出了能量消耗比随占的变化情况
.

占二。
.

01 时
,

(1 一E 于/ E
。

)二 0
.

9 9 5 2
,

随着省的增大
,

第一阶段消耗的能量减小
,

当雪二 10 时
,

(1 一E 于/ E
。

) = 0
.

5 0 3 7
.

图7示出了舀“ 1时
,

塑性铰移动到刀二 二/ 6
, 二邝

, , / 2处梁的变形情况以及第二阶段结束

后梁的最终变形状态
.

.终一/晨一

猛
lee
.

-.份J//走�

第一阶肆消耗的熊母

。
.

」
.

{一二
-

一一

l|
|匕。

圈 。 , 。一晋时
,

能工消耗随“的安化 , 7 ‘
。一
晋时梁的变形情‘(‘一 ‘

,

E 。

/ M。一。
.

5夕

从 ( 4
.

6) 式可看出
,

当 (1 一 Za Ct g a ) > 0即 (1 一 t g君/豹 > O
,

·

也就是当雪> 2
.

3 3 1 1 时
,

V 怜

存在着零点
,

零点为谓/ 2 + a) 二二
,

即刀
。“ 2 ( 二一a)

.

所以
,

若环形梁的圆心角汽> 2 ( ‘一a)
,

则该梁的塑性动力响应过程就只有扮
.

个阶段
,

即塑性铰从自由端移动到 刀
。
二 2 ( 二一a) 处

,

这
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一过程就消耗掉了系统的全部能量
.

这就显然不同于 Par kes 的直梁问题
.

图8示出了省二 3
, 5 ,

7
, 1 0 ,

1 00 时
,
厂书
随刀的变化情况

.

可见
,

随着刀的增加
,
犷,
单调

减小
,

当塑性铰到达某一位置刀= 刀
。时

,

响应速度 犷朴下降为零
.

对图 8 中诸 占值
,
厂朴 的零

/厂八

1

1||||||列

一一

一
一�

一一
一六�

!
L

|

麦二 1 0

1西0

圈 尽
、

不网雪时犷
’

. 刀的变化 . 幼 不两重时t. 璐刀的变化

戈.

台尸夕“
l

、

尤lI.产

却司p尸侣

!
咔4卜少咋||!

⋯
O

厂 二

//‘、、

|

了l!、\、

产J、
、

田10 雪= 5时梁的变形状态 日11 君= 7时梁的变形状态

点
,

即移动塑性铰的最终位置分别 为
:

刀
。
=

2 1 6
.

8
. , 2 0 2

.

6 2
’ , 1 9 6

.

2 6
. , 1 9 1

.

4 2
.

及

1 8 1
.

1 5
’ 。

图9示出了省为 3
,
5

,

7 时 产 随刀的变化情

况
.

可见
,

随着塑性铰的移动
,

响应时间单

调增加
.

图 1 0 ~ 图1 2分别示出了占二 5 ,
7

,

10 时
,

塑性铰移动到刀二 汀/ 3
,

2二/ 3 , 二及刀
。
位置情

况下梁的变形状态
. 一

、;

由
.

上述分析可见
,

与 Par ke
s 的直梁问

题相比
,

’

环形悬臂梁的塑性动力响应过程具

有其独特的性质
.

圈径 省自功时梁的变形状态
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五
、

结 语

文中基于刚塑性假设
,

经过理论分析与推导
,

得出了响应速度的精确解答
,

并证明了该

级数形式的解在成(一 ,
,

+ 二 )时都是一致收敛的
。

计算结果还表明
,

该级数解的 收 敛速

度非常快
。

对解进行分析可知
,

环形悬臂梁的塑性动力响应问题与 Par k e s 的直梁问题有着不同的

性质
.

当环形梁的圆心角 丸簇 二时
,

其动力响应过程类似于 Par kes 问题
,

总是包含了两个

阶段
,

即塑性铰从自由端向固支端的移动和梁绕固定端 的刚 体 转 动
.

当 占> 2
.

3 3 1 1 且 丸)
2 (二一 a) 时

,

写直梁何题显著不词
,

一

!环形梁的塑性动力响应过程只有第一阶段、 即塑 性铰的移

附 录

关于积分
l

,一‘n 二d 二的推导过程
·

‘一

l
, “ ·‘n “d X

e ‘= s in , ,

贝U
: d x 二

(a )

‘t d t

了 1 一 ‘邵⋯
动令

代人 (a) 式
:

r

f
, . ,

f e ‘才d 才
J = 、 1 II S i n X 口 劣= 、一丁于= 二节万

二

J Jv l一 e 价

= 才
·

a r c
fa r e s in e ‘

s i ll e
’

一 、

—
一 a C

’

J e
.

(b )

根据泰勒展开式
:

a r C 5 1 11 劣 = 甲一
二

一

匹竺江一
二

‘曰 2
班 ’

又件l )
乙

又Z n + 1 )

·

劣2 , + i
(e )

(e )代入(b)
:

J二才
.

a r o sin ‘ 一
另

-

一喧丝
:
_ _ _ _ _

_ _ _

2 , ‘

(件! ), (2
” + 1) l

(一 , ”d “‘

(d )

所以

利用公式
:

Q J

一‘

一
‘

一 习
一〔、·。
思缸

、) :
:
(一 ,

:

一

二
O

峨)

l
‘一‘

一
d /

一
‘一‘

一刀
一〔。(

从欢盗
、, )〕

:
(5‘一 ,一

二
O

”

(s‘。 二 ), 二‘一

协
一

习(一 、)二“
·

C”, . , 1 s in (2卜
2 “+ ‘)x

(e )

(f )

(f) 式代入 (
e
)式

,

得
:

l
‘· sin xd

/

一
‘一‘

一习名
〔

澎篇{思吮扮
一‘·(2卜

““十 ‘, /

(g )
. 口O 儿. 0
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