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摘 要

本文给出了壁厚按二次函数变化的轴对称柱壳的一般解
.

K
.

Fe de
r

ho fe r ￡”曾研究过壁厚按轴向坐标的二次函数变化的轴对称柱壳
,

并且给出了

在某些情况下的解
。

本文也研究上述壳体
.

对于所有可他的情况
,

给出了控制微分方程的齐次解
;
对于控制

微分方程的非齐次项可表示为自变量的多项 式或收敛幂级数的情况, 给 出了友程的特解
.

一
、

控 制 微 分 方 程

对于变壁厚轴对称柱壳
,

令 x 和 0为其中面上的钟向坐标和环向坐标
, “
为外法线方向的

坐标 (图 l) ; R 为中面的半径 , “ 和 叨 为中面上一点的轴向位移和 法 向 位 移 ; O 为中面转

角 ; N
:

和 N ,
为轴向力和环向力 , Q为横剪力 ; M

,

和M
e
为轴向

.

弯矩和 环向弯矩 , q
:

和‘为轴

向的和法向的外载荷强度 ; h为壁厚 , E 为弹性模量
; v
为泊桑比

。

关于正方向
,

则技照图 1
、

2
、

3 确定
.

变壁厚轴对称柱壳的基本关系式为

d N汀d 无+ q. = 0
、

(1
.

1)

d Q/ d 二一 N e
/ R + 口:

= 0 (1
.

2 )

d M ./ d 工一 Q = o (1
.

3)

e ~ d 。/ d x
’

(1
.

4)

N
*

二 (E h/ (1一v z

) ) (d u
/ d 劣 + v田/ R )

·

(1
.

5 )

N , = (E h/ (i一 v 么)) (v d 。/ d 二 + 切/ R ) (1
‘

6 )

M
二

= 一 (E h忍/ 1 2 (1一 , 几) )d。/ d 二
、

(1
.

7 )

由以上诸式可导出如下方程
:

d Z o
.

3 d h d 日
,

1 2 (1一 v Z
) 。

_ _ 。

d扩 十 h d x
一

d x
一

七 一

E 尸
一

呵一 V (1. 8 )

.

认伟长推荐
.
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式中
, 戈 :
为二的某一参考值

,

N 。为二= x :
处的轴向力

.

令 犷= E 护日

(1
.

9 )

(1
.

1 0 )

: (⋯卜〔《
:
一

要皇刹
(⋯ ,

(1
.

1 1 )

。(、, 一 h

岔
一
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梦
夕

乳一 R
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d 戈
. a.d 、弃父、

,
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.

12)

刘式 (1
.

8 )和 (1
.

9 )可写为

: (。)一 2
一

必
。 + ; : (1 一 , :

)。== 。

肠轰
一

L (Q )一犷 / R Z 二一 g (二)

将式 (1
.

1 3 )代入式 (1
.

14 )得

(1
.

1 3 )

(1
.

14 )

LL ‘犷 , 一 2L (瑟
:

)
+ 1 2 (1 一 v Z )

R
2

厂= G (, ) (1
.

1 5 )

式中
G (戈) = 1 2 (1一 , 2

)夕(x ) (1
.

1 6 )



显然
,

若

式中P
, q , r

为实常数
,

则

变壁厚柱壳的轴对称问题

人= P扩+ q义十 r

7 3 1

(1
.

1 7 )

d
,
h/ d 二

2
= 2力二 c o n s t

在式 (斗
.

18 )的条件下
,

方程 (1
.

1 5) 可写为

[L 一 ZP (1十 刚I二 ;寿) 〕〔L 一 ZP (1一材丁二壳)〕厂二G (x )

式中

k二 3 (1 一 v Z

)/ (刀户)
“

将式 (1
.

1 1)和 (1
.

1 7 )代入式 (1
.

1 9 )得

(1
.

1 8 )

(1
.

1 9 )

(1
.

2 0 )

卜娜
2
十。 + ·)

一

荔
恋 一 (2拟十。)

蕊
、

d Z

LP x
一

十 q X 十 r ) 亏
_ . 2
一 (Z P戈 十 q )

“ 弄

一 Z p “ + 澎

丙
)
〕

一

二
一 2 , (1一、、二、)

犷= G (劣)

(1
.

2 1 )

方程 (1
.

2 1) 还可以简化
.

(
、

1 ) q Z
一 4p r砖 0

设

则式 (1
.

2 1) 可写为

这分两种情况
。

君== 1/ 2 + P( “ + a/ ZP )/ 材互厄二硕
:

(1
.

2 2 )

「
‘ , _ 。 、

d Z
_ _ ‘ 、

d
.

_ _
.

一_
、

l自气1一互)
~

万死 一 叹1一 2百少一〕不 + 艺(1 + 丫 1一 掩)
L L. 5 U g

f
一 。 。、

d
“ _ _ ‘、

.

! 互(1一 互) - j 劝 一 (l一 2幻
L 口 g 晶

一

+ 2“一“下“,

〕
犷一‘王‘舀,

(1
.

2 3 )

式中 G , (占)二 G (劣 (君) ) (1
.

2 4 )

( 2 ) q Z一 4 Pr 二 0

设 牙= 劣+ q / ZP (1
.

2 5 )

则式 (1
.

2 1) 可写为

〔
, 2

纂
一 2 ,

关
一 2 (‘+ 材卜‘,

」

「
, , 一

纂一
2 ,

一

磊
一 2 ‘, 一。丹,

〕
厂一

Gz(
, ,

(1
.

2 6 )

式中 G 、(分)二 G (劣 (全)) (1
.

2 7 )

二
、

q “一 4P氏。条件下微分方程的解

让我们来求解方程 (1
.

23 )
.

1
.

特解

方程 (1
.

23 )可 以改写为

:
2

(1一 : ):

嘿
+ 6 : (1 一 : )

U S
-

d 么厂

心
“

‘ 一 6 (1一 2雪)
d厂

d 蜜
+ 4海犷二G : (重) (2

.

1 )

因此

(1 ) 如果
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G : (占) = 乙 b
。

雪
“

(2
.

2 )

式中 m 为正整数或零
,

则方程 (2
.

1) 的特解为

犷 = E ‘护 (2
.

3 )

其中
a ,

由下 式确定
:

(n + 2 ) (n + 1 ) n (n一 1)a 。 * 2
一 2 (n + 1 )

“

(n 一 l) (卜
3 )a , + :

+ 〔(n + 1) n (”一 3 ) (”一 4 ) + 4 k 〕a 。
二b

.

( 2 ) 如果 G (妇为收敛级数

(2
.

4 )

G
,

(f) 二乙 b一占
一’

(2
.

5 )

则方程 (2
.

1 )的特解为

犷二 乙
。一 。

雪
一 “

(2
.

6 )

其中
a 一 由下式确定

:

(n 一 2 ) (n一 1) ”(n + 1 )a 一
十: 一 2 (打一 1 ) 2 (件 + 1 ) (n + 3 )a 一 。 十 :

+ 〔(n一 1 ) n (n + 3 ) (n + 4 ) + 4 存〕a 一 二
= b

一 二

可以证明
,

当 }引》 1时
,

级数 (2
.

6) 绝对收敛
. ‘

事实 匕 令

(2
.

7 )

l
; (卜。毖

一 (卜 2t) 美 (2
.

8 )

将式(2
.

8) 代入式 (1
.

23 )则得

l
: (卜 : )

龚
* 一 (卜 2 ; )

美

+ 2 “一斌1 一 k ,

〕
厂一犷·

+ 2 (1 + 、 1一 * )
}

V 一 G
l

(‘)
(2

.

9 )

设 犷朴 = 乙
。一 。

省
一 “

n 一 1

(2
.

1 0 )

将式 (2
.

5) 和 (2
.

1 0) 代入式 (2
_

.

9) 得

(。2一 l)c一
, : 一 〔n (n + 3 )一 2 (1 + 斌丁二 k)」c _ .

= b
_ .

而将式 (2
.

6) 和 (2
.

1 0) 代入式 (2
.

8) 则得

(”
2
一 1 ) a 一 。 十 : 一 [ n (”+ 3 )一 2 (1 一斌1 一 k ) ] a 一 ,

= ,c 一

由式 (2
.

1 1) 和 (2
.

1 2) 可以得到式 (2
.

7)
。

而且当
n , oo 时

lim c 一 , 十 :
/

c 一 。
= l+ 3 /

n + O (z/
。2 )

(2
.

1 1 )

(2
.

1 2 )

. ~ 争 O 。

乞 ‘
’

11血
a _ 。 , :

/
a 二

。
== z + s/ n + O (z / , 2 )

. . - 七 仁洲)

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

当 {引》l时
,

级数 (2
.

6) 确为绝对收教

然而此从显如
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2
.

齐次解

与方程(1
.

23 )相应的齐次方程为

「
: (卜。

毖一
(卜

2。

矗
「

, _ , ‘

d 乞
_ _

“
·

! 互(l一 互) 了诫 一 (1 一 2幻
L “宝

+ 2 “ + 斌 1二‘,
〕

晶
+ 2 (1一、 1一、)

]
。一。

7 3 3

(2
.

1 5 )

根据 k 取值的不同
,

方程 (2
.

1 5) 的解有三种情况
。

( i ) k> 1

在这种情况下
,

由方程 (2
.

15) 可 以获得两个超几何方程
:

+ 2 (1士f斌再二 i)厂= O挥毋雪(1一豹 一 (1一 2豹

(i= 斌 一 1 )

方程 (2
.

16 a) 和 (2
.

1 6 b) 为复共辘方程
,

它们的解是复共辘的
.

因此
,

例如 (2
.

1 6 a)
.

,

便可得到方程 (2
.

1 5) 的解
.

将方程 (2
.

16 a )与超几何方程的一般形式

d Z犷
_ _

二
’

。‘ , 、

d 犷
舀(1 一豹一毛飞

2
+ 「, 一 (1 + a + 刀)省〕弓

,

一叨犷二 o
d 扩

’ L ‘ 、

“
一

’

尸
‘ ” “

d雪 一尸
’

加以比较
,

可见在式 (2
.

16 a) 中

a == 一 3 / 2 + 久
,

夕= 一 3 / 2 一久
, ? == 一 1

(2
.

i 6 a ,

b )

解其中的一个方程
,

(2
.

17 )

其中 几= 斌 17 + 8i 斌k‘ 1/ 2

因此
,

方程 (2
.

16 a) 在奇献二 0
,

1和 co 邻域的基本解分别为
〔” :

厂
: 厂。, = 夕

一 y F (a 一 , + 1
,

刀一 , + 1 ; 2一 : ; 豹
一

t

= 雪
Z

F (1/ 2 + 几
, i / 2 一几; 3 ; 蚕)

犷 : (。)二舀, 一 ,
f (a 一 , + z ,

刀一 , + 1 ; 2 一价 睿)

= 占Z
f (1/ 2 + 人

,
1 / 2一‘ 3 , 雪)

犷 ; 。, 。二 (i一雪) y一卜 , 尸(, 一刀
, , 一a , , + 1二 a 一刀,

,

1一省)

= (1一省)
Z

F (l/ 2 + 几
,

i / 2一几; 3 ; 1一雪)

F : ‘: ) = (1 一省)卜
‘ 一 , f (, 一刀

,
甘一 a , , + 1一 a 一刀; 1 一匀

= (i一省) “
f (1/ 2 + 沐

,
1 / 2一久, 3 , i 一省)

犷 : 。oe 。二雪
一 ‘

F (a , 口一y十 1 , a 一刀十 1 , 1 /如
·

= 雪, ‘卜再F (一 3 / 2 + 久
,

l/ 2 + 几, 1 + 2几, z/君)

犷: ‘ , ) == 省
一夕F (夕

,

刀一下+ 1 , 刀一 a + 1 , 1 /君)

= 雪3 , 2 + 离F (一 3 / 2一人 i / 2一只, z一 2久, z/占)

式 (2
.

2 0) 中的两个特殊函数为

( a ) 超几何函数

(2
.

1 8 )

(2
.

19 )
川

(2
.

2 0 )

F (a ,

b ; c ; : )‘乙
(a )

。

(b)
n 皿(c ) , (!

,
{< 1 ) (2

.

2 1 )

其中
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(8 )
。
二 z

(口)
,

= 0 (0 + 1 ) (0 + 2 )⋯ (8 + n一 1)
(2

.

2 2 )
、卜l
产

李称

因此
,

在式 (2
.

21 )中
c 祷 。

,

一 1
,

一 2
,

⋯
,

除非
a (或 b) 也等零或负 整数

,

并且 a > 。 (或 b

> c ) ;

( b ) f (a
,

b , c ; 劝 = F (u
,

b ; 。 ; 习 l似 + 云
e 。 :

一云
夕一二 一 “

(J: !< 1 , c 二 1
,

2
,

3 ⋯)
, . 工

(2
.

2 3 )

其中
。

(b)

(c )
,

.

[劝(a + n )一势(a ) + 势(b 十”)一沪(b )一沪(c + 打)

+ 劝(c )一功(1 + ”) + 功(1) 」

心a )
。

(b)
,

n , (C )
,

么 /
‘

1
.

‘

1 1

)
.

1 _
,

_
_ .

十
L _ _ .

一 止 . _ _ ,

一
石二 、“一 川一 1 口十 TrI 一 1 ‘甲 YI’一 土

1 、
刀弓 /

(a 子 0 ,
b笋 0 ) (2

.

2 4 )

势(劝 是伽玛函数厂 (劝 的对数导数

, ‘二, 一 “
会

二 ,
(2

.

2 5 )

(c 二 1 )

、、.了
了

,工

! (1一 c )
。

,

(1 一 b)
, (

e 二 2
,

3
,

4
, ‘

二 (2
.

2 6 )

a ,

b手 1
,

2
,

⋯
, c 一

l)a)n,1

�n�J口、
,

lr..,.‘飞.,.L

一一外

式 ( 2
.

2 0) 中的犷是复函数
.

线性独立的实函数解
。

这里要研究两种情况
.

( 1 ) q Z一 4 p r > 0

分离其实部和虑部
,

便可得到方程丈2
,

15 )衣健个奇点邻域的四个

在这种条件下
,

雪是实鼠
·

让我们首先研究在奇点省“ 0和占“ 1邻域的解
.

此时

设

a 二 1/ 2 + 久
,

_

6 = 1/ 2一 几
, 。 == 3

/ 1
.

八 / 1
,

入
a ‘

’ ·

十 , a ‘
一 ‘

二 ““, . 气o , ‘“ 戈2 十 “

/
,

、
’

2 一 ”

)
,

、

( 2
.

2 7 )

( 2
.

2 8 )

则 d 荟
‘, + i d 者

, ,

注意式 (2
.

1 9) 得

一

(一扮外
一

专
一

小
‘黔 十“扎 ‘

( n ) 1 ) ( 2
.

2 9 )

d 冷‘, = (n ,
一 , 一 4 )d二它

;

J奋” = ( n , 一 n 一 4 )d 梁
1

+ 2斌左‘ l d 之
:

一 2 材k一 l d 裂
1 } ( n > 1 ) ( 2

.

多0 )

因为d 杏”= 1
, d J“, , 0, 所以由式 (2

.

30 )可以确定所有的系数d

e .

, ( e
老
‘’+ i e J“, ) /

n l ( 3 )
。

老”和 d 矛
“夕
设

( 2
.

3 1)

飞..Ji
�

脚

一则
, 姿”+ ‘e 老”二 (d 老” + id 老

2 , ) 兄
- . 1

「 1
二

_

1 1
l二

、 一 , , 石
‘

. 亏 十二 、 爪一
、 一 二二丁蕊

L T’I 一 灯 ‘个 几 川一 l / ‘一 八 T’’卞石
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‘南一妇
“
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一
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一
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“
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.

32 )

因而

。冷
‘’二 〔l活‘’乙

价 . 1
}

(2脚一 1 ) (fn Z
‘”盆一 4 ) 2 (沉 + l)

-

(仍
2
一爪一 4 )

“
+ 4 伪一 1 ) ,。 (水 + 2 )

_

一J 4
么,

乙
仍‘ l

“‘
“) 一“:

2 )

燕[

+ 心
‘’

乙
饥 一 !

夕。
“夕4” 十 f夕J“,

2刚k一 1

(形
“
一 m 一 4 )

“
+ 4 (k一 1 )

(2
.

3 3 )

、.J .

!l
\
/‘ll...eseseees工月J

f

(2 ”;一 1 ) (,路 2
一 z, ‘一 4 ) 2 (n ‘十 1 )

咖
2

一二一 4 )
“
+ 4 (k‘ i ) 一 m (m 十 2 )〕

2斌k 一 1

(脚
2
一 m 一 4 )

“
+ 4伪一 1 )

(2
.

3 4 )则设

夕全
’) =

g 奋
‘’=

2

3十壳
,

3 一 k

g f
“, = _

斌k一 1
一 3 十 k

3斌k一 1

= 一 2吞(3 + 秃) } (2
.

3 5 )

2 壳(3 + k)
’

g 奋
“)

如此
,

方程 (2
.

15 )在奇点雪= 。
,

1邻域的四个线性独立的实函数解可表达为

州方
) 二 矛乙

d 泛
‘)

n l (3 )
二

厂乏苍;
。 二

d 二
2 )

。 ,
衍。)

, z ·

嗯;
。一 “么

粼
( 1 )

(3 )
”

z 朴
In z 一

卜 耳n 里(3 )
。

二 ‘
一 二 夕泛” : 一

厂“认一焦
,

丫{;;
。

二‘

语 登了
盆二” !

( 2 )

(3 )
。

z ‘
一乙川

2 , 二 一 ’

韶 一 l

。乙祠tl)。

犷e

(2
.

3 6 )

(I二 0
,

1 ; 之= 省
,

1一雪)

式中(. 二 )
‘, ’
表示 (..

·

)为实函数
.

对于奇点占二。
,

公冷’) + it
(a )

,

(6 )
。
二 (一 3 / 2十幻叔 1邝+ 幻

。

-

一
-

一
n
八介习)石

- -

一
(2

.

3亨万

设卿

n 里(c )
。

则 老“ + i
‘劲 二

(, 一 5 / 2 + 幻 (, 一 1/ 2 + 几)

城
炸+ 2幻 一

梁1
’

+i
‘

理
:

(”》 1 )

(2
.

3 8)
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现在将 几写为另一种形式

元二刀一+ i珍:

其中 , ; ,

珑= 斌获而丽不若丽王万承/ 2

则 tJ’) , t清“,
可写为

(2
.

3 9 )

(2
.

4 0 )

1
n [ (”+ 2刀, )

2
+ 4 刀{〕({[(一 ;

+ 。1

)(
1

n —
一丁

2

一”,

扮列娜
‘
扮

3
+;2 呻

兴

一刀
:
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在这种条件下 君是复量
,

将式 (2
.

2 0) 中的函数厂 分离为实部和虚部的手续较为复杂
.

较

好的办法是将方程 (2
.

16 a) 加以变换
,

而求具有
一
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.
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设 互= 一 4犷 (2
.

4 8)

则方程 (2
.

1 6a )可变换为

亡(1一二)赛
+

;
(1 + 。

笛
+

护
‘十‘““一‘)v 一”

(2
.

4 9 )

比较式 (2
.
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线性独立的实函数解写为
、.里..里颐

⋯
1
......

‘j1!wel|eeeeweeeeewewe1|

厂l ‘o ) =
D 监

‘’

;试
!” ! (1 / 2 )

。雪
. ,

犷: ‘。)一

鑫
、:

粉
.

“
”

的习

O J

护
: ‘。。) 一 : ·

氯
。:

蕊
)

(1一 雪)
”

.

几1户�(.V 3 ( 。。二舀
l/z
乙

D 孟‘)

介 . 0

, l ( 3 / 2 ) ,

D�,JO,J口

(r,
J

‘月.r、‘铭

厂 , ( : ) 二 ( z 一雪) “ n 里( 3 )
。

。艺间

二 ( 1一亡)
“

D 孟“)

” , ( 3 )
,

( 1 一雪)
”

= ( 1一雪)
“

D老
’)

n l ( 3 )
.

( 1一亡)
”

I n ( 1一亡)

+ 乙
月一 1

E 者”

川 ( 3 )
。

( 1一雪)
”
一 E 口冷‘, ( 1一亡)

一 ”

们 . 1

( 2
.

5即
、

厂
‘( ; ) 二 ( 1 一雪)

:

寻_ 久竺
漏

n 卫( 3 )

一

( 1一雪)
”I n ( l一雪)

的乙
+

肠一 1

E 清
2 )

n ! ( 3 )
.

( z 一亡)
’
一习 G 冷” ( i 一雪)

一 ”

肠 . 1

厂, (为) 二‘
3“ ‘ ’: / ‘

E
间OO习间。习间

厂 : 、oo )二二, , 4 一 , : / :

〔
T ‘”

·。 5

(警
‘。“)

+ T “
2夕5‘n

(瞥
, n “

)]
“一

I
T ‘

“) ·。5

(含
‘。

力
一 T “

)·‘·

(晋
‘n

力}
“
一 ‘

皿月�,二S
‘
S

, .IJ, .leel
八�八�

厂3 ( , ) 二雪
, ‘4 + , , , , l

, “
, 。0 5

(晋
, n “

)
一 , 4

2 , 5 i n

(晋
‘n

C心

犷
, , 、

二亡3 1‘+ , i , Z V
,

. 、。O j
口 ‘. . 刁

湘 一 0
l

, ‘
“)

一 (晋
‘·“)

+ r “, S‘。

(警
‘u

式中

D 奋工)

D 分
’

风
‘,

= 1
,

D 舌“ = O

( n Z一 7 n / 2 + 幻 D二甘
: + 材寿一 I D 二甘

, / 2

洲一 7 n / 2 + 2) D 孟它
, 一澎无‘ I D劣

, / 2

(”》 1)

(炸沪 1 ) } ( 2
。

5 3 )

名生二



变壁厚柱壳的轴对称问题 份念白

D石
‘, 二 1

,

D石, 二 o

D分, = (n 么一 sn
/ 2 + 1 / 2 )刀票

: + 扩百二i刀之
:
/ 2

万护
, 二 (。 2一 5 ,

/ 2 + z / 2 ) D妞
,
一 斌存二互D裂

:
/ 2

力石
‘, 二 1

,

力;
2 , 二 o

力盆
‘, = (, 2 + , / 2一 1) D票

: + 斌万二I 刀裂
:
/ 2

D洲二 (矛 十 :
/ 2一 1) D粱

, 一 澎人一 I D票
,

/ 2

(移》1 )

(n ) 1 ) } (2
.

5 4 )

(”》1 )

(”) 1 ) } (2
.

5 5 )

、J1.............
、户

二‘............夕
飞..J, ..皿

.

J

E 洲二 D留红
月. , . 工

(4 m + 1 ) (2爪
么

+ m 一 2 )

(2 m
2

+ 济“ 2 )
“
+ 左一 1

2 (m + 1 )

m (沐 + 2 )

一 D 洲令
一 。

一呵“二1 一
一

苏、(2沉
‘

+ m 一 2 )
‘

+ 左一 1

(2
.

5 6 )

E 尸= D洲兄
价 . 1

[
(4 nt + 1 ) (Znt 么

+ m 一 2 ) _ 2 (巡士碑)

(2优
2

+ fn 一 2 )“
一

卜秃一 l m (解 + 2 )

+ 力留
2斌掩一 1

(Zm 名
+ fn 一 2 )

“
+ k一 1

8

k + 3
’

4斌k一 1

左+ 3
G互

‘, =
8 (3 一 k)

k (k + 3 )
吼妙 2 4斌 k一 1

k (k + 3 )
(2

.

5 7 )

乙洲即

i
,

T石
2 , = o

1
n [ (”+ 刀: )

名
+ 刀孟〕做令

一

;
十

豹令
一

补警)
一

们

一�一一一一
(li(10臼.TGT

·

(·+ 。!
, +

髻
( 2一 3 + 。1 ,

}
T裂

! 一 。:

{奋
‘”+ , 1

, ‘2卜 3 + , 1 ,

一
[(n

一

;
+

;l)( 一 :
+

约
一

郭
少

幼 ( 2
.

5 8 )

T黔
一 。
〔、

, +

补
、。, :
做令

一

卜豹(n
一

昙
+

豹
一

们
·

(·+ 。1 ) +

髻
( 2一 3 + 。! )

}
T袅

! + 。名

{着
一

(·+ 。! ) ( 2
一 3 + , 1 )

一

阶
一

补4l)(n
一录动

一

替资卿 >
(

例



7泣O 主
·

懊 行

, 舒一
。〔

画
: )

瑞
:〕

似一 :
一

飘一垦一豹
一

们
, 一 _ _ _ 、 .

成
, 。 _ 。 _ 、

飞, 。 ) , _ r l
, _ _ _ 、 , 。 _

.

协一 Tl l 户 个 。 、‘ , ‘
一 O 一

了1 1夕 r 害 一
1 一 ,I 2 、 。 气,. 一 移1 1 气‘ , ,

一 0 一 叮1 1

乙 决
’

‘ 曲

一

l(一 ;
一

飘一 }
一

豹
一

郭
少

时
(2

.

5 9 )

、lt.eeeeseeeee!sef
、

了

⋯
l||J

少扩
, 一

。
〔(

: 二

护
十 , ;〕

姐一 ;
一

戮一履一晋

(n》 l)

、一 ”; 1
/ 4 」

、

、 . ‘, 、 f l
,

娜 n 一 J 一刀1 ) r 诬
’

不 1 一 叮2嘴 。 气
卜

刀z ) 气艺n 一 石一刀1 )
J

“

暇2
+

、,了

刀

豹(n
一

: 一豹
一

郭烈
!

>
‘今‘’

一

行了左
山

一
‘

几丫
n尸es
esL.(一

(11) k< 1

由式 (2
.

15 )可得如下两个超几何方程
:

。 、

少犷
_ _ , 、

d犷
白戈1一百) J ; : 一 吸1 一 Z互)一J 厂 十么(1土丫 1一 尺)犷 = U

“ 5 U g

(2
.

6 0 a ,

b )

.

下面分两种情况来研究方程 (2
.

6 0) 的解
.

( 1 ) q Z
一4 p r > 0

比较式(2
.

6 0 )与式 (2
.

1 7 )可见
,

在 式(2
.

6 0 a )中

a : = 一 3 / 2 + 几: ,

刀
: = 一 s/ 2 一几, , , : = 一 i

其中 久
,
= 斌 1 7 十 8斌1 一k/ 2

而在式(2
.

6 0 b)中

a : == 一 3 / 2 + 几2 ,

刀
: = 一 3 / 2 一元

2 , ? : 二 一 l

其中 之: 二斌 17 一 8斌f二吞/ 2

因为占为实量
,

所以方程 (2 ‘15 )在奇点占二 0 , 1和闪邻域的四个线性独立的实函数解为

(2
.

6 1)

(2
.

6 2 )

(2
.

6 3 )

(2
.

6 4 )

犷1t(
0 ) = 雪1一 , ,

F (。 , 一 , : + i ,

刀
: 一 , ; + 1 ; 2 一 ? ‘, 省)

= 雪么F (x / 2 + 几, , i / 2 一久; ; 3 ; 雪)

厂 : ‘。, = 君1一 ? ,

f (a , 一 , : + z
,

刀
: 一 , ; + i , 2 一 , ; ; 省)

= 雪‘f (z/ 2 + 、: ,
z / 2 一 ; : , 3 ; 省)

V
s(。) = 省1一下,

尸 (口: 一 ? 2
+ 1

,

刀
:
一下: + z , 2 一甘: ; 省)

= 雪
Z

F (1/ 2 + 几: ,
1 / 2 一几: , 3 ; 省)

犷‘、。) = 省1一下,

f (a : 一 , 么+ i ,

刀
:
一 ? : + i ; 2 一v : ; 君)

= 占丫(1 / 2 + 几2 ,
1 / 2 一凡: , 3 ; 古)

厂
, 。, 。= (z 一省) , , 一 “‘一口

,
尸 (: ; 一夕

, , 夕, 一 a ; ; , , + 1一 a ,
一夕, ; z一占)

二 (z一言) “F (1 / 2 + 凡, ,
l/ 2 一几: , 3 ; 1一君)

厂2 : : ) = (1一雪)下
, 一 “ , 一口

,

f (, : 一刀
: , y ,

一 a : , , , + i一a ;一刀
; ; 1一雪)

= (1一君)
“

f (i/ 2 + 几: ,
1 / 2 一之, , 3 , 1 一君)

犷
3 。: ) = (1一雪)下

, 一 “, 一口
,
尸 (夕

:
一刀

2 , , 2一 a : ; 甘: + 1一 a :
一刀

: , i一君)

二 (1一君)
“

F (l/ 2 + 凡: ,
1 / 2 一 凡: ; 3 ; 1一省)

(2
.

6 5 )



变壁厚柱壳的轴对称向题 丫洁1

厂‘。: 。= (1一占) : : 一 a : 一夕
:

f (, : 一刀
: , 夕: 一 a : ; ? : + 1一 a : 一几 , 1一省)

= (1 一君)
“

f (1 / 2 干几: ,
1 / 2 一几: , s , i一省)

犷, (二) = 占一口
,

F (a ; , a ; 一 , ; + i , a : 一刀
: + 1 , i /君)

= 古% 一入,

尸 (一 3 / 2 + 几: ,
z / 2 + 几: ; i + 2几: ; 1 /雪)

犷
: 。OO 。二占一夕

‘

F (刀
: ,

刀
, 一 , : + 1 ; 刀

, 一 a : + z ; 1 /君)

= 雪万 + 入,
尸 (一 3 / 2 一兄: ,

1/ 2 一义: , i一 2元, ; 1/省)

F
3 ‘oo 。= 言一 住

下 (a Z , a :
一 , :

+ 1 ; a :
一刀

: + l , l/省)

= 产
一“ F( 一 3 / 2 + 几2 , 1/ 2 + 元

2 ; 1 + 2几: ; 1/ 豹

厂“oo 。= 君一尹下 (刀
2 ,

刀
2
一丫

:
+ i ; 刀

: 一 a Z
+ i ; i/ 雪)

二少
+ 七 F (一 3 / 2 一几

2 ,

1/ 2 一几
: , 1一 2几: ; 1/豹

( 2 ) q Z
一 4 p r < 0

利用式 (2
.

4 6 )和 (2
.

4 8 )
,

一

可将方程 (2
.

6 0 )变换为

: (卜。
落攀

、
;

(1 + 。

蓄
+

;
(‘士刚“k) 犷一 “

(2
.

6 6 )

因此

心
0) 一

F(
一

;
十

忿
,

一

二
一

;
1 ,

;
,

勺

心
。)一

归(
一

l十含
,
一

卜含
,

;
,

习

心
0) 一

叹
一

:
+

含
,

一

:
一

令
;

;
、

,

勺

汽
0) 一 “”

叹
一

;
+

合
,
一

;
一

合
,

呈
,

今
厂1 〔1 ) 一“ 一“, ’F

(:
+

合
,

:
一

么
! , 3 ,

卜。
)

肠
l) 一 “一。 “

以;
+

之
,

:
一

含
, 3 ,

卜今
犷

3‘1 ) 一 “一“,
’
F

(履
+

;
: ,

}
一

令
, 3 ;

卜今

心
户 一 (卜、,

(:
+

含
,

足
一

冬
3 ,

卜习
犷

, (

一。
一

l̂,
2

叹
一

:
+

含
,

一

;
+

含
; 1 + ‘, ,

;)

心
一 、
一二

·

l̂, 二(
一

:
一

合
,
一

;
一

含
;

卜 “, ,

;)
犷3 ‘

一少
一

~ 下(
一

履
+

令
,

一卜全
; 1 + “: ;

一

约

心一。
4

一叹
一

卜合
,

一

;
一

全
,

卜 “: ;
一

;)

(2
.

6 7 )

(111) 几二 1



份4空 主 恤 行

当k = 1时
,

方程 (2
.

1 5} 变为

L
:
L

,

(犷) = 0

式中
d
“ _ ‘ 、

d
.

-

石, 二 互(l一互)
一

d梦 一 ‘l 一艺互) d雪十 z

(2
.

6 8 )

(2
.

6 9 )

方程 (2
.

68 )为重超几何方程
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