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摘 要

本文用能量原理讨论在四角点被支承的矩形板上有对称的集中质量时计算最 低 固有频率的近

似方法
.

当板上有几个集中质量的情形下
,

可应用迭加原理
,

很 方 便地求出质量换算系数
,

从而

录出薄板的最低固有频率
.

文中列举了许多数值算例
.

一 引 言、 , 夕 . 卜~ 闷

求板的固有频率
,

常常导至解一个频率方程的根
,

该频率方程是一个高次代数方程
.

当

集中质量在板上的布置先后不同时
,

就必须重新解算一次上述代数方程的根
,

当巢中质量较

多时
,

运算显得非常麻烦、 本文用能量原理讨论在四个角点被支承的矩形板上有若干个对称

安置的集中质量时
,

计算最低固有频率的近似方法
,

该方法既方便又实用
,

在建立这个方法
时

,

必须仔细选取一个合适的振形曲面函数
,

逐步使它满定板边的位移边界条伴和一部份内

力边界条件
,

以便使振形曲面函数中独立参数的个数减少犷从而达到计算简便和精度提高的

目的
.

当板上有几个集中质量时 , 可应甩迭加原理很容易地求出质量换算系数
,

于是薄板的

固有频率也就很方便地求出来了
.

二
、

方 法 概 述

应用能量原理求薄板的最低固有频率时
,

.

必须先从研究替板荞统的总能量出发
,

:

它包括
了薄板系统的应变能和薄板索统的动能

.

如果薄板为一等厚时各向同性板
,

则整个薄板系绒
的应变能是

t‘’

D 「f
U = 一。

一

11 L仁V
’

切 )一
器‘1 一林八 叨

, :

w 一r一 w 云r 少Ja 劣a y
‘ 沙J

(2
.

1 )

其中
,

D 一百hs /1 2 (1 一矿) 是薄板的弯曲刚度 , E
,

h, “分别为薄板材料的弹性模量
、

板厚

和波松比
, 、 为瞬时振形函数 ; 而 w

: : ,

叭
, ,

叽
,
分 别 为 瞬 时 振形函数对相应下标的偏导

数
.

如果是正交各向异性板
,

则 (2. 1) 式应换成如下的公式
‘“’
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上式中的各个符号
,

参见【2 」
.

以上各式中所有的二重积分均遍及板的中面
。

薄板系统的动能应包括由薄板
梦

的质量和鲜
所
胖户毕

所产生的动能
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式中 , , g ,

M
‘

分别为薄板材料的比重
、

重力加速度和第 i个集中质量
; (。

‘
)
‘

为第 ‘个集中

质量的安置点板的横向运动速度
.

设第 f个集中质量是安置在板上的 信‘, 叮‘) 点
,

(。
:

)‘的

下标 公表示该括号中的量应取集中质量安置点 (氨
, 刀‘) 处的值

。

若选取板的瞬时振形函数为

阴 (%
, y , 矛)一切 (劣

,

其中 . 为薄板自由振动的固有频率
, t为时间

.

应满足薄板的位移边界条件‘
「 ·

梦) 乍
X p 〔‘。t」

我们称 。(二
,

妇 为振形函数
,
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它的选取至少

为了求薄板系统自由振动的最低固有频率
,

我们应 用雷莱氏的能量守恒原理
〔3 , :

薄板系 介

统的最大应变能应 等于系统最大的功能
,

即

U m
。 x
二兀 m : x

为求薄板系统应变能及动能的最 大 值
,

只 要 将 (2
.

3) 代入 (2
.

1) 和 (2
.

2)
,

e x

州
。月习

,

便得到它们的最大值
,

其中应
‘

变能的最大值Um al 在形式
一

仁和 (z. 护
样

,

而 K m ax 可写成
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二

的最大值的符号
“
m a X ”
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将 (“拼) 和 (2
, 5 ) 代不 (“

· 4 ) 便得到计算简有频率的公 式
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其中 U 由 (2
.

1) 式计算
.

当振形函数中的独立参数只有一个时
,

应 用 (2
.

6) 式求薄板 的 最低固有频率就特别方

那它便
,

因为这时从 (2
.

4) 所得到的频率方程是一个线性 代数方程
.

若独立的参数有几个
,

、

时得到的频率方程是一个黔代举方靓
,

从而得到关于固有频率的 : 个高阶代数
.

有
解起来很麻烦

·

因此杀于科函数的选取是非常重要的
,

我们将尽可能地使独立参数的数目

减至最少
.

三
、

关 于
·

振
·

形 函 数

设
碗形薄机 支补崛

点
,

四湘禹 如颤 所示
.

’

我
娜

讨论仅浪于薄板是枷
振形

.

应 用雷莱法时
,

振形函数至少应满足薄板的位移边界条件
.

今选取如下的振形函数

兀
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其中
a 和 b 分别为薄板沿 二 轴和 y 轴方向边的长度

,

f
, 和 f

:

分 别 为边长为 b 和 a 边跨中央

的挠度
,

而 f
3 则表示板中心的挠度

,

它们都是未知的参数
。

显然
,

振形函数 (3
.

1) 已满足了薄板的位移边界条件
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若所讨论的是各向同性板
,

功(o
,

仃)二0 , 功(a
,

0 )二 0
, 功(0

、
b )二 0

, 功(a
.

b)二 0

二
、 ’

(3
.

2)
一

并且薄板 四边的挠度都不等于零一 假如能满足一部或全

部内力边 界条件
,

.

不但能使计算固有频率的精度提高
,

而且还能使函数 (3
.

1) 中独立参数的数月 减 少
,

从而

使计算简便
. ’

因为所 有四条边界都是自由的
,

所以在这些边 界上

的弯矩及合成横向剪力应为零
.

但它们不一定都满足
.

今打算便在所有自由边上合成横向剪力为零
。

一
‘

那末这些剪力为零的条件可写为
; 、
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现在将 (3
.

1) 式分别代入 (3
.

3) 和
’

f
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岁一 今
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4 )
,

并分别取 二二O 和 夕= O可得

二刀

f
,
兰刀

,

f
。
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其中

刀
,
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不难看出
,

它们都是常数
.

若在 (3
.

3) 和 (3
.

4) 式 中 分别 取 二二 。 和 万二b 也得到与

(3
·

5) 和 (3
·

6) 式相同的结果
.

就是说
,

’

若尽和 热浓 (3
·

7) 式 的 值
,

那末全部四条自

由边的综合横向剪力都为零
.

如薄板是正交各向异性板
,

则综合横向剪力为零的条件 (3
.

3) 和 招
.

4 ) 就应该用下面

的公 式来代替
〔“’
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以上我们指落呼了函数 (3
.

1) 中的各参数之间的两个约束条件
、

夕3
.

5) 和 (3
. ,

6)
,

其中独

立的参数只有一个
.

于是函数 (3
.

1) 不权满足 了薄板的 全 部位移边界条件
,

同时还满足周

边
.

上合成横向剪力
一

为零的部分内力边界系件
、

这样在分析薄板的固有频窦时将会带来计算方

便和精度提高的效果
.

现在函数
人

(友 幻 可写成

。 一 ,
3
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固有频率的数值分析

(A) 设有一方形薄板
,

支承于四个角点
,

四边自由
,

在板上除了有薄板本身的分布质
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量之外
,

还在板中心 (a/ 2 ,

a/ 2) 点有一个集中质量M
,

如图 1 所示
.

今计算此板的自由振

动的最低固有频率
。

振形函数用 临
.

1 0) 式
.

因为是方板
,

所以 b = a ,

若取拜= 0
.

3
,

由 (3
.

7) 式可得

刀
: 二刀

: 二一 2
.

1 2 0 5 7
· 、

(4
.

1 )

先计算薄板的最大应变能
,

为此将振形函数 (3
.

1 0) 代入 (2
.

1)
,

然后进行积分
,

并利

用 (4
.

1) 可得

u 一

;
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_ _ _ _ _

D
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a _
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.

2 )

再计算薄板系统的最大动能
.

将 (3 ; 10 ) 代入 (2
.

5) 进行积分
,

并注意到舀二a/ 2
, 冲=

a
/ 2

,

再利用 (4
.

1) 可得薄板系统动能的最大值
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;
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.
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)

, ;
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.

3 )

将 (4
.

2) 和 (4
.

3) 代入 (2
.

4) 或直接由公式 (2
.

6) 可 得 到 薄板在 (a/ 2 ,

a/ 2) 点

有一个集中质量M时的最低固有频率

7
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在上式根号内的分母中的第二项
,

表示将该集中质量乘上 1
.

6 6 9 8 9 倍
,

然后均匀分布在

板的中面上
,

因此数值 1
.

6 6 9 8 9 可看成是把集中质量折算成均布质量的换算系数
,

对于已知

的方板
,

不论集中质量有多少
,

’

或对称地放在板丰的任意点
,

公式 ,( 4
.

4) 可 写 成比较一般

的形式

口m ln 胃
7

.

2 6 0 6 2
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_

Z二
_

_卫
_ _

一
丫 , h/ 夕+ 刀M / a

Z (4
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式中 ,
‘

就是质量换算系数
.

.

如果没有集中质量
,
、

则在上式中令 , “ 0
,

于是可得到

。。 ! 。一 z学哑了劣 (4
.

6 )

用同上述一样的方法还计算 了如下 (B) ~ (F)的几种方板的情形
,

就是

(B ) 在板的“对对边的中心 (0
,

a/ 2) 和 (a
,

a/ 2) 点各有一个集中质量 M
,

见图 2

�.t口

、
.‘护/,

圈 2

( C ) 在四个自由边的中点
,

备有~ 个集中质量歼
,

见 图 3
.

(D ) 在板上有 5 个集中质量M
,

见图 4
.

硬E) 在每根对角线半枷中点上
,

各有一个集中质星M
,

见图 。
.
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入代

(F ) 在板上有 5 个集中质量M
,

见 图 6
。

以
一

上我们假定所有集中质量M都相同
,

并且各个集中质量都安置在和板的中心线为对称

的地方
.

今将以上所有的计算结果列于下面表 1 中

图图 号号 } 情 形 ) 质, 换算系数 。。 图 号号

11111
{ _ _ _

_

_ _

D 一 } 一卫
兰四色
一一

444

EEEEEEEEEEE
‘

4
·

3 88 5 99999999922222

一
F

一
{

一
6

.

0 6 84888 555

3333333 666

从表中可看出
:

质量换算系数 刀之间存在迭加原理
.

例如
,

情形 (C ) 的换算系数 刀可看

成是情形(B )的换算系数的两倍
,

情形(D )的换算系数 刀可由情形(A )和情形(C )的 刀之和求

得
,

情形(F )的换算系数 刀可 由情形 (A )和情形 (E ) 的 刀之和而得到
,

等等
.

这个关系只有

当振形函数中仅有一个独立参数时才成立
.

五
、

结 束 语

1
.

在振形函数中
,

如果只有一个独立的参数
,

求板 上有集中质量的最低固有频率时
,

必须求解高阶代数方程的根
.

2
.

要使振形函数中只有一个独立的参数
,

那就必须在选择该函数时
,

除了满足全部位

移边界条件之外
,

还使它满足一部分内力边界条件
,

于是振形函数中各参数之间就存在某些

约束条件
,

从而使独立参数的数目减少
。

3
.

质量换算系数之间存在简单的迭加原理
.

4
.

若集中质量M 不完全相同
,

或者是不放在有规则的节点上
,

然而质量换算系数的迭

加原理仍旧成立
.

但 (4
.

5) 式应当修改
.

5
.

若为任意边比的矩形板
,

除了 刀
, 和 刀

:

须重新 计 算外
,

并且还要将公式 (4
.

5) 中

根号内的 了 写成 ab
.
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