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摘 要

本文将功的互等定理法(M R T )推广于求解在简谐干扰力作用下矩形板的稳态响应
.

给出了各

种边界条件矩形板的一系列封闭解并提供了一些有实用击值的图表
.

功的互等定理法(M R T )是求解在各种简谐千扰力作用下的矩形板稳态响应的一个简便
、

通用

的方法
.

本文包括三部分
:

( r)四边固定的矩形板和三边固定的矩形板 ; (I )二邻边固定的矩形 板 ;

(I )悬臂矩形板
. ‘ 、

我们准备分三次陆续发表它们
.

引 言

矩形板的受迫振动具有重要的实际意义
.

世 界上很多国家的学者和专家曾研究过这些问题并且对它们做了大量的工作
.

5 ta ni sic ‘” 利用傅里叶变换研究 了沿其对角线受简谐分布弯矩作用的四边简支矩形板 的

受迫振动并给出了封闭解
。

G or m a n ‘“’
采用Ley y法研究了同一问题

.

E
.

H
.

Di ll 和K
.

S
.

Pi s te r 〔3 ’
应用迭加原理研究 了矩形板和连续矩形板的受迫振动

.

但

是他们的方法不能处理板的角点位移不为零的情况
.

E
.

A
.

S o s em ih和户
.

A
.

A
.

L a o r a 〔‘,
利用G a le rk i。方法研究了具有弹性边界的矩形板

的受迫振动
.

然而
,

对较为复杂的边界条件
,

这一方法假设容许位移有时是困难的并且经常

是不可能的
。

B
.

K
.

D o n al d so n “ ’提出了扩域法
.

它能解决某些复杂问题
.

但是我们认为
,

该法不

是十分简便的
.

B H oB 。; : 二护”的工作有重大的价值
.

我国科学家的工作有【7 1和〔81
,

等等
.

09场
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在论文〔9] 巾
,

我们首次应 用功的互等定理求解矩形板的弯曲问题
.

后来在论文【1介~ 1 6〕

中
,

我们应用功的互等定理解决了一些其它问题并开始称 这 一 方 法为 功 的 互 等 定 理 法

(M R T ) , , ‘J .

在本妙
,

瓤〕将推广功的互等宾理隽于攀解娜板的蜘嗣蔺瓜
,

首先
,

本文给出了基本系统的动力基本解
.

然后
,

在基本系统与实际系统之间应 用功的
互等定理

,

得犷纺不缈
振幅攀曲面熟灌、

一

最后
,

将三角
瘫

转
撇妇

函数并满足边

界条件
,

我们得到最后结果
。

计算表明
,

功的互等定理枷羊求解在简谐干扰万作麻的矩形板稳态响应 是 一 个 简

便
、

通用的方法
.

二
、

基 本 原 理

如所周知
,

弹性薄板振动的控制方程为

少评
.

_

少评
。砂 十与扩如

“
十

a Z评
口渗么

F (x
,

y
,

t)

D (2
.

1 )
pD

+

冲下y沙口

如果板是在简谐干扰力作用下
,

并且可忽略阻尼
,

那么我们可以假设

厂
’

(劣
,

夕
,

t) == q (劣
,

夕) 5 in o t
,

评 (%
,

v
,

t) = 切 (x
,

v) sin 。矛

这里 g 扭
,

y) 是简谐干扰力的振幅
, 。 (二

,

功是振幅挠曲面方程
.

(2
·

2 )

将 (2
.

2 )代入 (2
.

1 )
,

’

我们有

劣
+ 2

‘

鑫豁
:
+

穿
一护 切 一 “‘梦

,
(2

.

3 )

这里护二 p co V 刀
, p 是板单位面积的质量

.

我们取一四边简支的矩形板作为基本系统
.

简谐干

扰力是一简谐集中载荷
,

它作用在板的信
,

功点
,

如图 1

所示
.

在这种情况下
,

(2
.

3) 成为

会
1 + 2

态
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努
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4
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6 )
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k。一
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,
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,

K 。
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“
一‘’

我们称(2
.

6) 为基本系统的动力基本解或简称为基本解
.
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三
:

简谐干扰力作用下矩形板的功的互等定理法

我们假设
,

实际系缤为一具有广义支撑边的并且四个角点的位移不为零的矩形扳
·
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本系统与实际系统之间应用功的互等定理
,
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厂 上 - .

这里
,

q你
,

功为简谐分布干扰力幅值
,

尸
。

为作 用在‘点的简谐集 中干扰力幅值
,

M
: ,
为作用

在j点在 x 方向上的简谐集 中弯矩的幅值
,

M
, 。
为作用茬 寿点在 梦方向上的简谐集中弯矩的幅

值
. 、

式(3
.

1) 是被求的振幅方程
.

使其满足边界条件
,

我们将得到实际系统的解
.

四
、

四边固定的矩形板

4
.

1 “
在简谐均布千扰力作用下的矩形板

首先
,

我们应 用功的互等定理求解在简谐均布干扰力作用下 四边固定矩形板 的 稳 态 响

应
’

实际系统女口。 2 、示
.

、除断
固定边

。曲约束并。。分布弯笼
, 、

, 们得

{
。、 。、示

的矩形板
。

皿 2 . 簇
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假设沿板的四个边的分布弯矩分别为

M
, 。= M

, 。= 习 A . sin
,

M
二。== M

: 。
== 兄 B

。 5 in (4
.

1 )
价 . 1 , 3

川汀劣

a
n 一 1 , 3

称兀夕

b

在函3所示实际系统与图1所示基本系统之间应用功的互等定理
,

我们得到
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,

, )一
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弹性矩形薄板受迫振动的功的互等定理法(I)—
四边固定的矩形板和三边固定的矩形板

翩
一鱼嚼l3) + 土丝舒勺

+ “。

(aat ha
。

一

舒风
, h,

_ 6 、“几子
,’·

2 z a ,

恭

B
,

寿二儿
。

’

K . 。

一

6 9 7

= O

(4
.

6 )

而当之> 此
,
之> 欲时

,

我们有

oo兄4 q / t ha
:

(a / 2 )
万 t 一 一

-
-

- --

一一
-

- 一 - -

--I--
刀兀 \ a -

tg夕二(
a
/ 2 )

刀二 )
+ B ,

(
a , th a ,

签
+ , 二, :刀二

.

盆)
+ 8几

价 . 心, 3

A . k . k
。

K 。 , = 0

8乙4 口
(一

刀不汀 \

th a . (b/ 2 )

C 价
+

tg刀盖(b/ 2 )

刀盖 )
+ A 二

(
a 二 th a 。

乞
+ 刀: tg , :

;)
.

8几
十

月 . 1 , 8

B
o
k . 寿

.

K . 。

(4
.

7 )

在上面二组无穷联立方程中
,

我们从每个A . 和 B
。

中各截取10 个系数
,

组成 20 x 20 阶的

线性方程组
.

在M明。。微机上计算
,

我们得到图4表 1
.
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为了证明结果的准确性
,

一

让我们比较我们的结果与 G a le 、k i云方法求撼瘫
果

,

列于表

2
,
3

: 汗
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2 在简谐集 中干扰力作用下的矩形板

如图5所示矩形板
,

一简谐集中干扰力作用在该板的 (二
。 ,

y 。
) 点

.

解除固定边弯曲约束并

以弯矩M
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M
: 。 ,

M
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和M
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,

我们得到如图6所示的实际 系统
,

盆O

风

国 5 日 6
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.

附

在建立矩形板受迫振动振幅挠曲面方程的过程中

录 I
,

、 为满足边界条件消除三角级数在边界上出 现 的第一

类间断点以及加快级姗勺收敛
,

必须把三角被数转换成双典函数
·

应用下述两种不同的方法求 解 同一梁的

挠曲方程
,

我们将能实现这些转换
.

图A 一工表示一 在弹性基土的简支梁
,

它受到左端的集中弯矩M
。
和拉伸力组合作用

.

在这种情况下
,

有微分方程

d 4切 N d 多切

d x’ 一 E J d % : +

记 2刀~ N / E J
,

则方程(A l
.

1)成为

K

E J

勺
:

竺皿丝匕
(A

,
.

‘) 举友瘾
刃 X

切 = O
牙片夕砂

川 ~ K / 万J

广
,’

·

乞

犯
一 2 :言纂

+ p ’加 一。
(A 1

.

2 )
圈 A一 1

当沪> p .
时

,

方程〔A l
.

2)的解为

二(* )= A s h a 二 + B e h a x + C sh 刀x + D e h 月义

这里
, a , 了 万干7 万玉二声

,

尹二了亏乙了云
舀二万i

解(A 土
.

约必须满足边界条件
w (o )一二(z) = 二

“’

(z)一 。
,

。 “

(o)一万
。

/百J

执行边界条祥(A 、
.

4 )
,

则(A l
.

3 )成为 二

(A 1
.

3)

(A 1
.

4)

s h a (l一 二)
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sh 刀(I一 劣)
s h 月I

(A 生
.

5 )卜。(二)二
M

。

(a Z一刀2)E J

该问题还能角能量法求解
.

在此情况下
,

总势能等于

娜
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当 ;(穷)
’ ‘· +
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血
+

气
W :
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叹瓮)
二 _ 。

(A 1
.

6)

假设

切(‘)一 习
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犷
二

气

饥 一1 一二

(A 1
.

7 )

并应用最小势能原理
,
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3
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二
岁
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.
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比较(A l
.
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.

8)
,
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‘曰 m ‘+ , 叮阴 2 12 / 汀
2 + p Z I‘/ 兀

4

盯
一1 一2

对3

2 12 (a
Z一刀, )

f
sh a (I耘 , )

.
s h 月(l一 劣)1

L一一 正百百
一

宁一云石刀之 」
(A 1

.

9 )
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1

.
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.
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对(A l
.

10) 求导
,
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.
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二 一。 3 。o : 二二 : in (。二牙/ l、

‘‘ . 日 仇
‘

+ 艺刀仇
石‘声 / 沈

石

+ P
口 ‘. / 掀

.

附一 1 一名
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.
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.
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,
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2

)
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-
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c h 刀(正/ 2 ) J

4 (砂一夕, )【
a 吕e h

e h

2 一 二)
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.

1 8)

附 录

当我们转换三角级数为双曲函数时
,

必 须处理

几< 人二和 几< 祀的情况
.

为此
,

让我们考虑图 A 一2所

示梁的受迫振动
。

假设M = M 。 si n 耐 并且忽略阻尼
,

我们得 到

砰(x
,

f)= 脚(x )s in o t和微分方程
.

d ‘脚 N ‘, 口 护口
夕

‘

, ‘ _ _ 、

戈黑 ~
,

荟下 共飞 一共异 . 二 O
‘

〔A 2 1、
d护 一 E J d 劣 , 一 E J ~

一
、

“一
,

令 助: . N / E J
. p全二。勿 ,/ E J

田 A 一2
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则 (A Z
.

l) 成为

d ‘w

d 劣 ‘
一 见仇

d , 田

d 工,
一 P Z 田二 o (A 2

.

2)

其解为
:。(二 )二月

、 s h a : 、 + B : e h a : x + C ; 5 1二 月
, 二 + D : e七 s 刀

, x

这 里
“ 、
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,
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