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摘 要

本文详细导出了非线性分析中的全量 (割线) 刚度矩阵和增量 (切线) 刚度矩 阵 的一般表达

式
,

并由此进一步讨论了它们二者之间的数学关系
.

本文的结果对于非线性方程的求解
,

及非线性
、

线性稳定性分析都具有重要帮助作用
.

一
、

引 言

在采用有限元数值方法分析的非线性问题中
,

通常要遇到二个刚度矩阵的概 念
,

其中一

个是全量形式的刚度矩阵
,

另一个是增量形式的刚度矩阵
.

在数学上
,

用它们表示的代数平

衡方程为

K一u = P

K八八u == 几P

(1
.

1 )

(1
.

2 )

式中
,
p为外载荷矢量

,
AP为相应的外载荷矢量的增量

‘

, “为节点位移矢量
,
A“为相应的节

点位移矢量的增量
; K ,
为用全量形式表示的刚度矩阵 ; K ‘为用增量形式表示的刚度矩阵

.

明显地
,

对于线性问题
,

由于K’与K‘均与位移矢量 “无关
,

因而二者是相同的
.

而对于

非线性问题
,

由于它们均与位移矢量相关
,

因而二者是不同的
。

在几何上
,

全量形式的刚度

矩阵表示为割线刚度矩阵
,

而增量形式的刚度矩阵表示为切线刚度矩阵
.

在现有的文献介绍中
,

人们都或是采用全量形式的刚度矩阵
〔’, “’,

或是采用增量形式的

刚度矩阵
【3 , ‘ , “’,

来讨论各种非线性问题
。

但是讨论它们二者之间的关系的文献很少
,

而且
,

对于在推导增量形式的刚度矩阵表达式时
,

由于所采用的原理及方法不尽相同
,

导出的结果

也略有差异
.

当然
,

这种差异只仅仅与增量同量级的小量有关
‘3 , ‘’.

在本文
,

一方面我们将详细导出增量 刚度矩阵与全量刚度矩阵在数学上这二者的关系表

达式
,

另一方面也将澄清目前关于各种增量刚度矩阵的差异性
.

二
、

全量形式的刚度矩阵

根据弹性力学的基本原理
,

受载弹性体的势能可以写成如下形式
:

.

卢文达推荐
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其中
, q 为应力矢t 朴

‘

O为禅性拒阵 , 珍为应变矢鱼
.

方程 (2
.

1) 式中
,

应力矢量 仃 ,

0

让变矢蔓
。,

ill 位移矢量
’

。还满足如下三个基本方程
:

二 Oc
:

一 子

一 :

公= B 石u + 已万 : (u )u

其中
,
B : 和 B 二 : 分别为与位移矢量 u 无关及一次相关的应变位移矩阵

.

B 二 : (u )u 具有如下性质
:

(证明见附录)

d [ B , : (u )u 3二 Z B 二 : (u )
·

d u

根据最小势能原理
,

弹性体的平衡方程为
:

(2
.

2 )

(2
.

3)

而 且 可 以 证 明 ,

(2
.

4 )

“11 一

}
F 。·D“, d厂一

丁
, p , ““d“一”

(2
.

5 )

式 (2
.

5) 亦称作虚功平衡方程
.

将(2
.

3) 式代入 (2
.

5) 式
,

并注意到方程 (2
.

4 )
,

则 (2
.

5) 式为
:

[K
。+ N

,

(u )+ N Z(u
“

)〕u 二R

其中
,

(2
.

6 )

K
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丁
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方程 (2
.

6) 就是一般的用全量来表示的矩阵平衡方程
,

.

而

K , = K
。
+ N : (u )+ N : (u

Z

)

称为全量刚度矩阵
,

它存弱非线性问题的分析中采用得比较多
·

(2
.

8 )

三
、

增量形式的刚度矩阵

为方使起见
,

将应力矢量
、

应变矢量
、

和位移矢量写成如下的增量形式

o 二订 x + 五仃
, 七二七1 + 几￡

u 二 u l + 八u
,

P二 P l + AP

式中
,
具有上标 1 的参量表示为在状态 1 时的参量 ;

各自增最
。

根据方程 (笋
.

2)
、

(2
.

3)
,

知

} (3
.

1 )

而参量前有符号八者分别表示为它们的

o :“ D心: , e : 二 B二 u : + B 万: (u : )“x
,
五。“ D五公

八e 二 B : 八u + B 万乙(u z)八u + B 万 : (几u )u l+ B 万石 (乙u )八u
} (3

.

2 )

将方程 (3
.

1) 代入 (2
.

5) 式
,

并注意到方程(2
‘

5) 在状态1时亦成立的性质
,

’

得
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非线性分析中的全量刚度矩阵与增量刚度矩阵

_

匕式亦可写成如下的虚功方程
:

{
; (: 1 + ‘。)·D “(‘。)d犷一

{
, (p

工
+ ‘p )·“(‘。)d A
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进一步
,

注意到

d (八。)
二

〔B : + Z B 二 : (u
:
) + ZB * : (八u )〕占(西u )

及

B万 : (八u )u
,
二 B 万 : (u

,
)八u

(有关方程式 (3
.

6) 的证明见附录)
.

得

〔K。+ K ; (u 王) + K
:

(u全) J八u 二 几R

其中
,

,

(3 5 )

(3
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K
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显然方程 (3
.

7) 与文 〔4
,

5〕中的增量平衡方程是略有差异的
.

比较方程 (3
.

7) 与 (2
.

6)
、

(3
.

8) 与 (2
.

7)
,

不难发现
,

它们二者间的关系为
:

K , = 2 N
I ,

K : 二 3N
:

‘

(3
.

9 )

公式 (3
.

9) 就是表示增量刚度矩阵与全量刚度矩阵之间关系的方程
。

、
.

实际上
,

关系方程 (3
.

9) 可从方程 (2
.

6) 式的直接微分来得到
,

即
:

K
,

。u ) ; 。 _ 亨
。N

,

‘u 、u 1 o u
,

K
。

‘u Z、。u 二 弓
: N

,

‘u : ) 。1。。 。: 1。)

a U
“ 一

‘

“ ’ 一 ’ ‘

己U

四
、

结 语

本文所导出的关于增量刚度矩阵与全量刚座矩阵之间的关系
,

一方面可 用在非线性分析

中的增量迭代混合算法中
.

另一方面 也可 用在线性及非线性的稳定性分析中
.

附 录

1
.

公式(2
.

刃的证明

由弹性力学基本定理知
,

应变矢量的非线性部分可表示为
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证毕
.

2
.

公式(3
.

6)的证明
:

由方程(A
.

1)
,

很容易看出
:

B N ‘

(几u)u
、二

明显地
,

有

e(。u )
.

G
.

。、 一 :
山

C (五u)
·

G(u
、

) (B
.
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C (八u )
4
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)
·
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所以
,
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