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摘 要

首先考察三维边界元法中八结点等参单元边中结点的敏感性
,

指出对于常 规 等参变换计算
,

边中结点同有限元计算情形一样
,

仍必须遵守位于相邻角点间距离的 三 分之一内的建议
,

且限制

应更严格
,

才能保证计算的有效性
.

其次
,

将改进等参变换引入到边界元法
,

并 解 决了相应的奇

异积分处理等问题
,

提出了一个比常规等参变换时更加一般的 坐 标变换关系式
.

最后
,

对于立方

块受单向拉伸和纯弯曲两种情况作了计算
,

结果表明
,

在边界元法中
,

改进等参变换的 引 入
,

使

得计算具有更大的适应性
,

卜
·

”
‘

己I 兰兰
曲

、 砂 弓 杯】

等参变换在边界元法中有广泛的应用
,

但是
,

’

等参单元会因边巾结点配置不恰当或者单

元的过于畸变
,

造成计算精度的损失
·

这是由于此时坐标变换的 雅 可 比 行列式奇异性造成

的
·

对于常规等魔变挽
,

_

夯叩林
e w ic z 曾建议

〔‘’,

对抛物型单元
,
之碑中结点必 须 位于相邻角

点间距离的中间兰分之 / 内
,

域要检查雅可比行列式
,

从
畔

保证计算的青衅
·

在有限元

展
,

中
,

H吧从1惜吞
r , ’就考群过具体的边中结点配置的影晌

·

由于 程 片

边中结点配置的这些限制会给网格自动划分的应 用带来不便
,

一旦配

带来隐患
·

直到
‘

近来
,

M u “e n ‘“ , ,
C e’‘a 和G r a y 〔3 ’

各自独立冲
决了有限元计算中因边中结点配置不当而产生计算精度损失钓

法中的改进等参变换作 了新的发展和推广
.

提出了改进

聋不当则会给计算
等惨变换后

,

才解

简题;
’

艾血犷污
, g J对有限元

边界元法作为一种较有限元法有其特 有优越性的方法
,

在工程数值计算上已受到广泛注

怠 肩从La 比at 等人
r7 ’
将等参变换引入到边界元计算后

,

使得边界元计 算
L

有效性和数值计

算精摩得到很大的改进
,

有关等参单元边中结点对边界元计算敏感性考察
,

以及将改进等参

变换弓昧到边界元
,

尚未见到这方面的工作、本文首先考察等参变换边中结点对边界元计算

的敏感性
.

其次
,

在边界元法中引入改进等参变换
,

并解决了相应的奇异识分处理啾娜如‘
.

摧
个问题是 因为边界元法的特点引起的

.

这里
,

我们提出了一种更为~ 般的坐标碑换关系式
,

来处理改进等参变换的奇异积分
,

它的特殊情形
,

便是常规等参变换边界元法巾灼处理奇异

积分的坐标变换关系式
·

最后
,

对于立方体受单印拉伸和纯弯曲的 两种
,

债形
,

作了数值计

算
,

用来验证本文所提方法的有效性
.
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二
、

边界元法中的改进等参变换

( : ) 改进等参变换雨概惫 杠
.

、

勺尹
,

补拼
‘

以八结点等参元为例
,

常规的等参变换
,

不但将实际单元变换为 边
一

长 是 2 的方形母单

元
,

而且不管实际单元
; 11边巾结点的

’

位置如何
,

一概将它变换到母单元边的中点
.

改进等冬

变换则与此不同
,

它并要求母单元的边中结点在边 中央
,

而代之 以实际单元边中结 点灼位置

来确定相应母单元的边中结点的位置
.

边 界元法中的 改进等叁变换
,

与万 限 元 法 中一样
,

它们的形函数 百同样的表达 式
.

这

对于图 1 所示心八洁点改进等泉单元
,

直接写出它门形函故
:
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习习李李

。
) 八结点曲边单元 ( b )

.

母单元

式 (2
,

1) 中的参数
a , , a Z , a 3 ,

,

a ‘

叫做边 中结点的配置系数
,

即在母单元中 为了确定边

中结点的位置
,

而对每一边中结点给出的一个相对距离一在实际计算时
,

配置东数要预先算

出
。

参照图1(b) 所示
,

用边中结点 f 的距离来确定
a ‘ (f= 丁

, 2 ,

3,
一

4) 值
。

确定配置系数是

改进等参变换的一个重要步骤
.

’ .

一

( 2 ) 奇异积分的处理
·

弹性力学的边界积分方程是
“‘“
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因而
,

当奇异点出现在积分单元上时
,

会出现奇异积分
,

它们有1 /r
,

l/
, 2

的两种奇异性
.

实

际上
,

只要解决 1 /r 的奇异性问题
,

对于 l/
r ‘
奇异性处理

,

只需将一组刚体位移作为特解代
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入边界积分方程
,

便可解决
.

对于 i/
: 的奇异性的处理

,

一般是在局部坐标中
,

对 单元作一

坐标变换
,

通过变换使得奇异性降低而得到解决的
.

将改进等参变换引入边界元法后
,

为了

处理相应的奇异积分问题
,

这里提出一个新的坐标变换式
,

它的特殊情形就是常规等参变换

时处理奇异积分的坐标变换式
.

如图 2 可以分两种情况讨论
:

a
.

当奇异点在单元内的
“

1
”

号角结点上时
,

坐标变换关系同常规等参变换时一样(图

2( a
的

,

可作如下变换
:
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b
.

当奇异点在单元内”
”

号边中结点 上时
,

可以将 单 元 划 分 成 三 个 三角形 (图2

(b ”
,

对每一个三角形分别作坐标变换
. _

对三角形5一4一1有
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,
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,
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同理
,

对于奇异点出现在其它结点的情形
,

可以类似写出它们的坐 标 变换 式
.

当配置系数
a ‘= z (‘= z

, 2 ,

3
,
4 ) 时

,

式 (2
.

7 )一 (2
.

2 2 ) 便与常规等参变换时处理 l /
r
奇异性积分的

坐标变换式
〔‘。’
一致了

.

另外
,

在计算边中结点应力时
,

要用到边 中结点的局部坐标
,

它们也 要 作相应的改变
.

一一J产洲丁‘吮‘了和
.
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/,‘日

舀
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三
、

数值结果和讨论

本节对立方体受单向拉伸和纯弯曲作用两种情况
,

作 了数值计算
.

受单向拉伸立方体的

网格布置如图3 (a) 所示
,

分别将边中结点配置在不同的地方
,

用: ‘I来表示边中结点位置
.

纯

弯曲立方体网格布置如图3 (b)
,

尹平面是对称面
,

为方便计算时的约束处理
,

其中的2
、

7
、

1 6
、

17 号结点配置于边的中点不变
,

变化其余边中结点的位置
,

分别考察对计算的影响
.

计

算结果列于表 1 和表 2
.

E = 2
.

1 x l护N / m
“ , , 一 0

.

3
,

、

几何尺寸如图 3
、

图4所示
.

所有计算

均在U V 一32 机上进行
。
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( a )单向拉伸 ( b )纯弯曲

图 3 立方体网格
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表1
、

表 2中的
, ‘
表示边中结点相对角结点的位置

,

其值愈大
,

边中结点离中点越近 (0 < r d 簇

0
.

5 )
.

字母C 表示各边边中结点均位于各边中点
,

且用常规等参变换计算
,

这能获最理想的
结果

.

字母M表示用改进等参变痪计算
,

N 表示用常规等参变换计算
.

表 : 中记号
“ 又 ”

表

示因坐标变换的雅可比行列式为零或负值而中止计算 :
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确
,

而在边中结点偏离中点较小 (r ‘> O
,

35 ) 时
,

常 规等参变换的计算还是较为可靠的
。

因

此
,

如果采用常规 等参变换来计算 (N )
,
Z沁 n k iw icz 关 于边中结点必须位于 相邻角结点间

距离的中间三分之。内豹建议或限制
,

在边界元中
,

仍然应抹遵循卜 从表多看到这种限制似

还应更严格些
.

但是
,

如果采用改进等参变换计算 (M )
,

这个条件 几 乎可以不顾
.

当边中

结点不同配置时
,

M的结果与c 的十分接近犷而为则大不相同
.

因而改进等参变换
,

确实能

消除因边中结点配置不当
,

而产生的计算误差
.

此外
,

处理奇异积分时 ;
一

曾试验过仍用旧的

坐标变换式
,

而形函数采用改进的
, ,

此时计算的结泉与精确解相差甚大
. :

’

,

; 二
‘

. .

’ , ‘
」

钮
. ·

一 ;
, ‘

.
,

_

四
、

结
.

论

⋯理论推导和数值计算都户表明
,
在边界元法中

,

利用常娜
的配置加以线意

,

尽须更力俨格地遵守边中笋怠位于相邻结点
制

,

不然会产生相当大的计算误差
,

严重的甚至中断计算
.

而

等誊变蜂计算
,

’

要
脚离
改进

的三分之一内
对卑中结点
的津议或限

等参变换的引入卜 使得在

边界元计算中边中结点几乎无须再受此限制
,

且同样能获得满意的结果
,

因而具有更强的适

应 性
。

边界元法中的改进等参变换
,

只需修改原先的形函数的公式
,

加入配置系数计算公式和

新的奇异积分处理的坐标变换式
,

而并不破坏原来常规等参变换程序的结构
,

改动不大
,

便

于推广
.
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