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一

摘 要

此处的所谓
“
主观几何学

”

是指使用数学的语言和方法
,

研究抽象了的客观形体 和 其观察记

录之间的关系的学科
.

当观察记录的过程中考虑主观因素 (如观察器的位置
,

人体视觉系统的功

能等) 的影响时
,

便带来了许多不同于通常几何学的特点
.

本文给出基本假设 ; 建议球面观察记

录 ; 研究了抽象的客观形体及其观察记录之间的基本对应关系以及给出应用上 述理论的例子
.

我

们期望主观几何学的研究将影响或连系于视觉系统生理学
,

应用光学等研究
,

并在 测 量
、

导航和

仿生学等中得到应用
. ‘

一
、

概 述

通常的几何学是人们熟知的研究抽象了的客观形体之间关系的科学
。

在几何学中
,

这种

研究是绝对客观的
;
它完全排除了任何主观的因素

.

但是
,

对许多实际情形
,

对客观形体关

系的了解
,

不允许或不可能采 用如几何学 中的纯粹客观的方法
.

例如
,

我们 要知道两物体之

间的距离
,

在那里是不可能去丈量的或者得到三个正交投影图
,

人们自然会想到应用照相的

方法去确定这一距离
.

然而
,

这种观察或拍照用来确定客观形体关系的观测记录的方法却与

主观因素 (观察器的位置和功能等) 有关
.

当考虑及主观因素时
,

便带来了许多与由普通几

何学考虑得到的不同的特色
·

举一个简单的例子
,

在几何学中一正立方体有着相等的边长和

相等的角
.

然而
,

由于观察点到各边的距离不等
,

因此
,

在视像中或在一照片中正立方体的

各边长并不相等
,

各角也不相等
.

人们早就注意到这些区别
.

绘画
、

摄影和透视学都反映了

这些主观因素的影响
,

但它们不算主观几何学
.

主观几何学不研究或表现实物 的 颜 色
、

光

泽
、

明暗
,

’

而是使用数学的方法和语言研究抽象了的客观形体和其观察记录之间的关系
.

再

者
,

多数的绘画
、

油画
、

摄影和透视图都把观察所得的客体外形用图的方式记录在平面上
,

没有建用数学语言描述
,

也没有量的分析
.

一般而言
,

客观形体是三维的
,

而通常它的观察记录是二维的
.

为建立客观形体和其观

察记录之间的对应关系
,

某些规则或假设是必需的
.

因此
,

在第二节中我们首先给出两个基

本假设作为分析的基础
.

根据这些假定
,

我们选择球面作为客观形体观察记录的基准并建立

客观形体及其观察记录之间的基本对应关系
.

这一基本对应关系的一些性质在第兰节中用几

何和分析的方法来讨论
.

最后
,

在第四节中给出了基本对应关系应用的例子
.

在这个例子中

朴
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我们用拍六张球面屏幕上展示的照片就能确定 E
3

空间中任二点的距离
,

而这二 点的距离以

及这二点中的点到观察点的距离是不能去丈量得到的
.

二
、

主观几何学的基本假设

如同在诸几何学中需要某些基本假设或假说作为它的基础 (例如
,

欧几里得几何学有五

个基本假设
,

称为公理
,

而非欧几里得几何学和欧几里得几何学不同 在 第 五 个 (平行 ) 假

说
〔” ) 一样

,

我们在此也需要某些基本假设作为建立客观形体及其观察记录之间的基本对应

关系的基础
。

这些最简单的
,

从人类实践中抽出的假设当然应该是显然符合人类的实践并对

分析是至关重要的
.

在此的两个基本假设
,

一个是关于由客观形体发出的信息 的 传 递 的假

设
,

另一个是关于观察器的接受和记录的假设
。

假设 1 (射线传递假定) 从客观形体发出的所有信息沿着 由观察点 射 出的 射 线 的反方

向向观察点汇集
。

假设 2 (正交感应假定) 射线土的信息只有垂直于观察器的记录 层 的 分 量 才 会 被 记

录
。

这些假定很明显是符合人类的实践的
.

应当指出的是 上述假设并不是主观几何学的全 部假设
,

而是仅足以对静态的主观几何学

建立客观形体及其观察记录之间的基本对应关系
.

对于动态的主观几何学还将会有一些补充

的规则或者原理
‘“’。

三
、

球面视像图
、

基本对应关系
、

所谓
“

视像
”

是对客观形体所观察的一种记录
.

这种记录可以记录在平面生或者曲面上

而得到的分别称之为平面视像或曲面视像
.

根据假设 1和 2
,

在此选择球面作为对客观形体发出的信息的记录面而得到球面视像图
。

图中一 (可见) 点对应着位于由观察真发出的同一的射线上的客体的和观察 点 距 离最短的

点
.

因为以观察点为心的球面是和所有信息射线正交的唯一的曲面
,

所以
,

由客体发出的信

息在每一射线上以最强的亮度被记录在球面视像图的相应的点上
,

再者
,

球面视像图的一个

性质
,

即表述为直线段在球面上的像是一大圆弧
,

还可以用来决定任意两点 (两物体 ) 的距

离
,

如在第四节的例中所示的从不同的地点拍摄六张球面照片那样
.

但若是拍摄平面照片则
- ,

.

-

办不到
.

上述这些都是球面记录优于平面记录之所在
.

人们也早注意到球面视像图能逼真地记录客观形体
.

绘于球面天花板的油画
,

现代化的

球面屏幕电影都给观众以亲临其境逼真的感觉
.

然而
,

对于为什么用球面却 没 有 解 释
.

下

面
,

我们用数学的语言来描述球面视像图
.

令观察点O为坐标原点
,

S ,
为以O为心

,
尸 (给出) 为半径的球面

.

在欧几里得空 ldJ E
“

中客体B 的一点a(
r , 甲,

0) 被记录为
a , (R

, 甲 ,

6)
.

其中
a ,
为射线和球面 S : 的交点

. a ,
被称

为
a
在S

。

上的像
, 从。少lja , 的变换T 称为映射

,

即

T
:

a( r ,

卯
,

0)

一
外 (R

,

切
,

郎 (3
.

1)

或 a , 二 T a (3
.

2 )

令X = 笼川a〔B }为客体B 的点集
,

由(3
.

1) 式
,

我们有
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T
:

X 二 {a (r
,

甲
,

0) }a (
r ,

甲
,

0 )〔B }

一
Y 二 诬a

,

(R
,

甲
,

B) !
a (r

,

甲
,

0)〔
一

B } (3
.

3 )

或 Y 二T X = {a ,
l在

,

(R
,

甲
,

0)二 T a , a (r
,

甲
,

0)〔B } (3
.

4 )

式中y称为X 在S 。 _

匕的像或X 的球面视像图
,

或T 的值域 , X 称为 Y的像原或T 的定义域
.

式

中R 是给定的
.

(3
.

3) 式或 (3
.

4) 式就是客体B 和球面视像图之间的基本对应关系
。

基本对应关系的一 些性质
:

性质 ’ 直线段ab 〔X衫
, 上的像“ ,“

,

是一大圆弧
·

a , b
,
二 R 劝

’

(3
.

5 )

e o s势二 (二
a
x 。+

·

, a 夕。+ : a : 。)八
r a r 。) (3

.

6 )

其中
‘

r 。
= (x : + 川 + 对 ) % ,

九二 (对 + 川 + 二
; ) l/l

式中二
。 , y 。 , : 。

和二。 , y 。,

介分别是吓「!b点的笛卡儿坐标分量
.

证明 设射线O奸日O如勺夹角为劝一由公式
〔“, p

·

“‘落〕可得 (3 6 )式
.

记平面Oab 为尸
.

尸和 S :

的交是一大 圆A 二 尸门S : .

根据像的定义 (3
.

1 )
,

、

线段ab 中任一点叮自像
c ,

位于 A 上
,

即 c ,
=

0 0
n s :

c 尸 n s
:
~ 月

.

因此
,

ab 的像位于 A
,

O a ,

和 O b , 的夹角也是 价
.

故我们得到 (3
‘

5)

式
。

口

‘) ,
)

性质 2 设X 中二已知矢量 ab 和 ac 的夹角为 ? ,

若O
, a ,

b
, c 四点不共面

,

则它们的像

舔
,

和命
,

的夹角口为

e o s
刀二 (3

.

7 )

其中

-
) - ) 一 )

二
s , 二 a b

·

a c
/ ({

a b }

! 品
又

昆「二
一

}疏卜{疏}
5 in 匕ao b

,

}品
、

民 }司 品 }
.

}蕊 }
s in 乙ao

。 ,

证明 设过Oab 的平面为尸
.

过O ac 的平面为Q
.

面角
.

由公式
‘’, p

·
3 3“’
得(3

.

7) 式
.

易见刀矜 ,
.

0 ( / a o b成二

O成艺 a o c
( 兀

户

尸自、
砂尸. 、

大圆弧 a ,
b

,

和 a , c , 的夹角即为P
,

Q二平

口

利 用上述性质
,

我们可以从量上分析前面提到的
,

区别几何学和主观几何学的正立方体

的例子
.

下面
,

我们只分析正立方体的一个表面就够了
。 、

.

例 1 设 h 为正立方体的边长
,

立方体的一个表面的四点的笛卡儿坐标分别为a (O
, 0 ,

‘,
,
“(o

,
”

,
‘,

, “‘h
,
”

,
‘, 和 d ‘h

,
”

,
‘,

·

观察
塑

‘o
,

旦; ”,
,
‘为从 O 到 a bc d 平 面的距

离
.

求从观察点O 看去
,

这四条边的像的距离以及
a , b , 和 a ,

d ,
·

的夹角
.

根据性质 i 的 (3
.

5 )
,

(3
.

6 )式
,

得
:

命
, 一
示

, 一 * ,
, e o s , 一‘/ (h

Z
+ ‘

2

) %
,

痣二品
,
一R * ,

一* 一 〔(”
2
+ 1

2

) / (2 h
2
+ 12 )」” 。

.

八 八 。

当从观察点看去 (即根据 (3
.

3 )或 (3
.

4 )式作向S : 投影)
,

四段圆弧 a , b , ,
b , c , , c ,

d , 和 d , a ,
变

为四直线段且
a 一b

,
= a ,

d , 二 2尺s in 印/ 2 ) >
e , d

,
= 口,

b , 二 ZR sin 伸/ 2 )
.

根据性质 2 的 (3
.

7) 式
,

得
:

。 o
暇= z〔(z

“
+ 无

2

) %~ z」/人
2

刀价二邝
-

上述这些结果符合人类的实践
.
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几何的方法比较直观
,

而分析的方法比较深刻
.

上面我们用几何的方法讨论性质
.

下面

我们用分析的方法讨论其它性质
.

令
:
为E ,

中的任一矢量
.

则
“
可分解为(图1)

u = “: 1+ u , + u : : = u : + u : , “: = “: :
+ u : : ‘

(3
.

8 )

其中矢量
。: ; , 。: 2

〔L
, u 。〔S

,
S 工L (3

.

9 )

乙为在O 点射出的射线
_

lt-的矢量的集合
,

S为在半径为R 的球面上的矢量的集合
.

因为(3
.

8)
,

(3
.

9) 式成立
,

据定义
,

物称为
u在S 上的 (正交) 投影

.

现在
,

令X = u〔E 3 ,

则由(3
.

4) 式
,

得

Y == T u == “, (3
.

10 )

因为
。, 是。在S 上的投影

,

据定义
,

T 称为投影算子
.

一投影算子是一线性有界算子
.

因此
,

我们 有

性质 3 由(3
.

3) 式定义的算子T
,

即T 。= “。 , u〔E “,

坳〔S
,

是一线性有界算子
.

因T 是线性的
,

则

T 兄 a ‘“‘= 乙 a ‘
T u ‘= 公 a ‘u 。‘, u ‘〔E

s , a ‘⋯数 (3
.

2 1 )

(3
.

1 1) 式可以用来近似地求一曲线的球面视像
,

因为一曲线可 以用它的许多段弦 (矢量 ) 去

近似
。

口

性质 4 T
:

X 二通“〔E a}
一

y 二 {彻〔S }是连续的
。

因为有限维赋范空间的线性算子是连续的
〔4, p

·

妞“, ,

故T 是连续的
.

口

性质 5 如X = {u〔E s
}是凸的

,

则Y = T X = 于物〔S }也是凸的
.

证明 设
u , v〔X

,

因X 凸
,

故有 田 = 加十 (1 一几)v 〔X
,

对实数几
,

O镇几《 1
.

因而
,

T 。

= 切8 〔Y
.

现在
,

T 是线性的
,

于是

T 功 = 几T u + (1 一幻T 口二久u 。+ (1一幻
刀, 〔Y

因为 T u 二“s
〔Y

,

T v = 晰〔Y 以及 元如十 (1 一幻 vs 〔Y
,

据定义
,

Y 是凸的
.

口

注 这里
,

Y是凸的指的是当从O观察凸的客体X
,

视像图Y是凸的
.

换句话说
,

Y在 S

中凸
,

而不是在E “
中凸

.

(因为球面在E ”
中不是凸的 )

.

四
、

主观几何学的应用举例一
一利用球面视像图确定距离

在下面
,

我们给出一 个初步应用主观几何学的例子
.

假定我们要知道O B
,

O A
,

和鸿B 的距离
.

其中O和 B 是两物体(点)
,

A : 是一观察点
,

且

我们不能直接去丈量这些距离
.

现在
,

我们在瓜 (i = 1至 6) 处拍六张 (球面) 照片
,

其中月
‘

之间的相对坐标是已知的
.

而且我们可 以在观察点 A ,
处随意地

,

不 加方位 和俯仰角的限制

地
,

拍摄包括O和B在内的照片
.

把这些照片逐一地投射到半径为R 的球面屏幕
r

上
,

由 (3
.

5)

式
,

我们可得沪
‘= 乙O月‘B (‘= 1至 6) (其中 O B 可从屏幕上逐一量出)

.

就可如下地计算出所需的距离
.

令O
,

B
,

A : (观察点) 的笛卡儿坐标为 O (0
, 0 , 0 )

,
B (x

, v -

(f 二 1至6)
.

其中A ‘
之间的相对坐标是可 以预先知道的

.

例如
,

令

劣 : , x x ,
y : “夕: , 之2 = 2 1一 a , 义s“ , l ,

y
:

= y , , 2 5
,

z , + a , 二一‘ 劣‘,

之‘= 2 1 , 介= 劣: ,

协 = y l + 吞
, z 。== z : , 凡二x : 一 c ,

玩二 y l , 2 . = 君 l

一旦求得功
。
后

,

我们

z ) 和 A ‘ (劣‘
, 夕. , 2 ‘)

y‘一y l一吞
}

“
·

‘,

其中a ,
b , c 是已知的

,

未知数是二 ,
夕

, : , 二 : , , : ,

和 z : .

利用余弦定理
,

对 △O人B 我们
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可以建立六个方程式用以解六个未知数
,

即

d 么== s
番+ t音一 2: ‘t‘e o s价‘ (f= 1 ~ 6 )

L

式中 d 二OB 二 (劣, + v Z + 之: ) l,’2 , t‘二 O姓 ‘= (劣 : + 夕考+ :
l) %

(4
.

2 )

S ‘二B A ‘二 [ (戈‘一 x )
“
+ (v‘一 , )

2
+ (:

‘
一 z ) “〕l/;

.

2) 式求得六个未知数
,

则所需的距离d
, t‘和 s ‘由(4

(4
.

3 )

假定我们解 (4
.

3 )和 (4
.

1 )式即求出
.

U 乙1

O
协S R

类卜尸一

. 1
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li e r e in i, a co u r se fo r s t u d了in g the r e la tio n -

s五sp b e tw e e n th e a b s t ra e t e d o bje e t e o n fig u r a tio n a n d its o b s e r v e d r e c o r d b y 过e a n s o f

m a the m a t i胳 1 m e tho d s a n d d e s e r ib e d b y 皿a th e m a t ie a l la n g 任a g e
.

T li e r e a r e m a n y fe a t u r e s

d iffe r in g fr o m the co m m o n g e o o e t r y w he n th e e ffe e t s o f th e s u bje
e tiv itv (s u e h a s the

Po s itio n o f the o b s e r v e r ,

the fu 几e tio n s o f th e v is u a l s y s te m o f h u m a n ) a r e t ak e n in to

a e e o u n t d u r i且9 the o b se r y 二n g 一 r e c o r d in g p r o e e s s
.

‘

In this pa p e r , so m e b a s ie a s s u m p tio n s

a r e m a d e ; s p h e r io a l o b s e r v in g r e e o r d 15 s u g g e s t e d ; th e fu n d a m e n ta l r e la t io n shiP b e tw e e n

the a b s tr a e t e d o bje e t e o n fig u r a tio n a n d its eo r r e s p o n d in g o b s e r v e d r e e o r d 15 st u d ie d ;

a n d a n o x a m p le o f a p p lie a tio n o f the a b o v e th e o r y 15 p r e s e n te d
.

W e a n tie i弹 te tha t

th e s tu d y o f s u bj
e e tiv ity g e o m e tr y w ill in flu e n e e , o r w ill b e a s so e ia t e d w it五 tli e s tu d y

o f p hy s io lo g y o f th e v is u a l svs te m
, a p p lie d o p tie s e te

. , a n d w ill b e u se fu l in s u r v e yin g
,

Pilo t雌e a n d im ita tiv e b io lo g y
, e t e

.


