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摘 要

本文指出了非线性振动中两变量型尺度法存在的问题并进行了改进
.

最后证明了改进的 两 变

量型尺度法与 K B M 法等价
.

为了获得非线性振动中的近似解
,

各种各样的方法相继出现
.

1 9 3 7 ~ 1 9 5 8年之间
,

苏联

克雷诺夫 (H
.

M
.

K p o JI o B )
,

包戈留包夫 (H
.

H
.

B or
o Jl o 6oB )

,

米特罗波尔斯 基 (10
.

A
,

M二p o n 。JI 、
以

。盆) 在范德波 (V a o de
r Pol ) 常数变易法和扶周期求平均值方 法的 基础

上
,

建立了求高级近似的 K B M 法 (也称为慢变系数法 )〔
‘“ .

19 57 年
,

自施端洛克(Sttt r r
oc k)

提出多尺度法以来
,

这一方法发展很快
,

到 1 9 61 年
,

克伏金 (K e v
or k ia n) 提出了两变量型

尺度法
.

本文指出
:

两变量型还不太完整
,

只能求解定常振幅问题
。

对于非定常振幅问题
,

只能在特殊情况下求解一级近似
.

本文改进了两变量型尺度 法
,

并证明了经过改进的两变量

型尺度法与 K B M 法等价
.

一
、

两变量型存在的问题

我们仅以单自由度拟线性自治系统为例进行研究
,

其运动方程为
, + 。

2 , 二。
f(x

, 分) (0 < 。《 1 )

设(1
,

l)的解为

劣= 劣 。

(君
, 刀) + 。x : (省

,

刀) +
.

0 2 戈: (雪
,

. ) +
·

‘
·

其中

省= : t , 刀, (1 + : 么泞: + 。s刀: + ⋯ )才

: 。(k = 2
,

3
,

⋯ ) 是待定常数
〔“, “, , 〕.

把(1
.

2 )代入 (1
.

1 )
,

得

(1
.

1 )

(1
.

2)

(1
.

3 )

.

钱伟长推荐
.
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(a )

现在
,

我们指出两变量型尺度 法存在的问题
:

1
.

在引入两 变 量 舀
,
勺时

,

已假定 刀、 全都是待定常数
,

但由 (l
.

2 5’) 式确定的 刀: 一般

是 a (劫的函数
,

’

这显然与原假设矛盾 ,

2
.
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.

2 0) 式定义 的 f
:
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,

种 与文 【1」中的 (1
.
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.
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中
,
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,
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,
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⋯ )

从此例就可看到
,

一般彭
‘, (a) 今 0

.

因此与。
.

23 )式的第一个方程 产 生 矛 盾
。

由K B M

法
,

我们求得

A Z
二

再由 ( 1
.

23 )的第二式得到

3‘ o a 3

1 6 0 2 寺 0

刀2
= 一

c ;

如
“

‘

一

1 5 a 4

2 x 1 2 80 4 ( 1
.

4 4 )

这时刀
2

也不再是常数
,

而是 a (妇的函数
, 与原假设矛盾

.

用 K B M 法可知

1 5 a 4

2 x 1 2 8 0 8

‘一如
一一一

B

由 ( 1
.

2 4 )可得二级近似解

3 a 6

碗 =
一

4 又I加山
‘ e o s 3功+

3 c o a 3

1 2 8 0 8

3口5

s‘n 石 , 一2 4 天1而面硒
c o s ”梦 ( 1

.

4 5 )

二
、

改进的两变量型尺度法

由前节的分析可知
,

两变量型相当于 K B M 法的特例
,

现在对两变量型进行改进
.

设两变量满足

半
一 : 十 。

枯
: (。 + 。

褚
: ( : ) + ⋯

U ‘

( 2
。

1 )

其 中晶信 )
,

安: (占)
,

⋯
, 刀: (差)

, 冲: (省)
,

⋯

奈
一 1 + 。名, 2“ , + ‘’”·‘“, +

‘

”

是 雪的待定函数
。
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口
.

。

/
。

日 口 、
.

盯 十 ￡一

戈幻 , 省
~

十刀2
一

可少
十

‘ . ‘

a一助
一一

d一dt

(2
.

2 )
口2

“而
f

+ ￡

+ 2 己
口2

_

。

/ a
2

. _ 。

口2
.

_

口名 \
.

砧而十 “

次碑
一

十“虽 己扣。十“叭而口+’
” }

由(1
.

1 )
、

(1
.

2 )
、

(2
.

1 )得
:

口么劣

口1I
十曰坛

。
= 0 (2

.

3 )

口乞戈 x

口刀么

+ 。2 二 :

一
2

粼
+ f
(
二。,

口么劣
,

.

, _ 口2戈
,

万亏云十 。
一
劣2
= 一 名

吻万
一2条

口么劣。

口雪日粉

会)
一 2。

一

邻
一

金

(2
.

4 )

十、:
(
/ 。,

会)+食
+

会洲
、

,

会
一

) (2
.

5 )

由(2
.

3 )得

x 。
= a (占)e o s (。冲+ 切: (省))

其中a( 劫
, 切: (豹是待定函数

.

把 (2
.

动代入 (2
.

4)

(2
.

6 )

豁
+ 。

么 劣1一 2阅贵一
, 十 2。 一

霎
S‘·叶成

二。, 一

会) (2
.

7 )

其中

叻= 。刀+ 切, (雪)

类似地二 :‘ f
。

(a
,

叻)展成 F o o r ie r
级数

(2
.

8 )

二: 二 v 。(a ) + 乙 〔。
,

(a ) e o s 。叻+ 切
。

(a ) s in n 护〕
n . 2

(2
.

9 )

寻

!
.

、
、

沪
l

f
。二·。。(a ) + 乙 〔g

”

(a ) c o s ”
吵+ h

。

(a ) s‘n ”价〕j
介一 1

代入 (2
.

7) 式
,

并比较相同谐 波的系数
,

可得

d a

刁雪扮

h一(a

2 曰

_ g : (a )
2 口C

(2
.

1乃)

夕。

(a )e o s ”价+ h
。

(a )sin 砷
1 一 n 么 (2

.

1 1 )

鲍心
、

8兄fted

g 。

(a )
。名

1
十 一 2

田
一

与 K B M 法比较有

= A i (a )
, 黯一

”l(a) (2
.

1 2 )

因

d a d君 d吵 _ a功 叱
,

a呐 d刀

醋
一 ’

一

而
,

刁矛一 万互几吞
-

一 刁不 刁矛

da一心少dt

所以可得
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d a
/ d 才=

。A , (a ) + 。Z
A : (a )雪2 (省) + 。SA : (a )占3 (省) + ⋯

d沪/d t二。 + 。B : (a )十扩(氛d 叭 /d 占+ 。刀
: ) 十⋯

由级数展开的唯一性知

} (2
.

1 3 )

才 , _ 、 , , ; 、
_

, , _ 、

d 甲1 二 , ; 、 . _ _ _ _ , 二、 。 , _ 、

几 1 、“ / g 希 、g 夕一几 而、u Z , 一 J 卜 弥气g 夕 宁田淞、g 夕一刀叭叼
场 S

其 中A
, (a)

,
B

*

(a) (k 二 1
,

2
,

⋯ )是文川 K B M 法的符号
.

R B M 法等价
.

续例 2

公+ 。
2% + e c 。毖+ 。劣 3

= 0

f (二
,

幻 二 一 c 。全一xs
、

由(2
.

1 6 )及(2
.

6 )知

(寿” 2
,

3
,

⋯ ) (2
.

1 4 )

可见改进后的两变量型尺度法与

(2
,

1 5 )

(2
.

1 6 )

f
。(。

,

妇 二
-

因此得 F。二 ie r
系数为

:

g 。(a )” 0 ,

g 。

(a ) = 0
.

l
一

。 a

一 , + 。。
一‘n , 一;

a 3

c o S 3种 (2
.

1 7 )

夕,

(a )= 一 3 a 3

/ 4
, g :

(a )二 0
, g : (a )二 一 a .

/ 4

(”二4
,

5
,

e ,

⋯ )

h : (a )二 a o e 。,

代入 (2
.

1 0 )
、

(2
.

工1 )得

J a l

h
,

(a ) = 0 (n ~ 2
,

3
,

4
,

⋯ )

一

论 ~ 一 玄

a s

为 =
一

后玄由
“

心。“
,

e o s 3势

卫鱼 ~
_

;讨
d 雪 8 。

(2
.

1 8 )

(2
.

1 9 )

由(2
.

1 8)积分得
一

a二 a o e二 p [一 c。打2〕,
3 a 么

甲‘= 一百面瓦
+ 甲。 (2

.

2 0)

其中
a 。,

仇是待定常数
.

由初始条件决定
.

把 以上结果代入 (2
.

5) 式

3召
+ 2甘

z。么a

_
,

3 a 巴 _
,

s , n 石梦一 1 2 8砂
“0 5 。梦

枷sc0令
一

+ 。一
2一

(
一

c0me
氛一韶c0)si

· , +

伽纷

.

1
,

Z la s

丫
十 4 “云“一正 8山“ /

“。“梦十

2 1a 6

1 2 8。
么

e o s 3沪一
-
3口

1 6 0)

令
sin 如 “oS 叻的系数等于零可得 一

_
一

。

一

。:卜
一

器;
,

* (: )

一爵
+

一

:

簇
扩

因此可得

(2
.

2 1 )

(2
.

2 2 )

‘一腼
一

:
2

(: )赞
+ 。。: (: ) -

U ‘

1 5a
4

2 x 1 2 8 0
8

A , (a )雪
2

(省)=
3 c

oa a

1 6。
么 (2

.

2 3 )

用 K B M 法我们求得

A : (a ) =

即得
:

3 a 3 0 0

1 6。
么

B : (a )二 一
1 5a

‘

2 X 1 2 8 。
(2

.

2 4 )

, : (。): : (: )一 ,
:

(a ) , :
:

(: )
热

+ 。。: (。)一。: (a )

“ g
(2

.

2 5 )
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由(2
.

2 1 )式

劣2

2 1 a
5

一而2丽
乏

e o s 3吵+
3 c

o a s

1 2 8曰
s in 3叻+

a 6

玩血山
么c o s 5价 (2

.

2 6 )

最后得

劣 = a c o s 沪+ e

a 3

3 2。么

c o s 3‘+ “2

(
- 2 1 a 5

1 0 2 4 0
2

c o s 3劝

3 e oa 3

1 2 8 曰
5 in 3沪+

a 6

1 0 2 4 0
2

。。5 5 ,
)
+ O (。

3

)
(2

.

2 7 )

其中
a ,

势满足

昙
·。· + 一

糯;
+ O (一,

(2
.

2 8 )
3 a

2

。 + e 一

8 O

,

/ 己 15 了 \
.

。
, 。 、

十 巴“

又一丽
一

十 一

叭1 乏云面
s

广叭
“一 , {

+=一一

dadt
.

却dt

其结果与 K B M 法一致
.
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