
应用数学和力学
,

第10 卷第 10 期 (19 8 9年10 月)

A p Plie d M a t五e m a tie s a n d M e eh a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

任意变系数微分方程的精确解析法

纪振义 叶开沉

(安徽建筑工业学院一系) (兰州大学力学系)

(1 9 8 8年7月1 8 日收到)

摘 要

工程中的许多问题归结为求解任意变系数微分方程的解
.

本文首次提出精确解析法
,

用 以 求

解任意变系数微分方程在任意边界条件下的解
.

文中还给出精确解析法的一般计算格式
,

得 到了

一致收敛于精确解及其任意阶导数的解析表达式
,

并给出收敛性证明
.

文末给出四个算例
,

均得

到较好的结果
,

证明了本文理论的正确性
.

已 !
.

聋
.

砂 皿 「斗

工程力学及其他学科许多问题可归结为求解变系数微分方程
,

如计算在任意边界条件下

的非均匀变截面梁及非均匀轴对称圆柱壳的位移和内力等
,

快速有效地求解变系数微分方程

具有重大的实际意义
。

众所周知
,

用解析法求解变系数微分方程
,

只有在特定的情况下
,

才能得到精确解
,

在

一般的情况下是无能为力的
.

用差分法求解这一问题
,

是用一组差分方程代替微分方程
.

它

是从整体上考虑的
,

对工程中复杂的结构形式
,

边界条件和载荷情况难以处理
.

在各种不同

边界条件中须采取特殊处理
,
这对编制一个标准程序

,

计算工程 中遇到的 各种复杂的边界条

件是不利的
.

有限元法是 以单元为基础来求解微分方程的
,

因此克服了差分法的缺点
,

但它

需要微分方程正定
,

文献〔1〕首次提出阶梯折算法
,

用以求解非均匀弹性力学
.

这一方法是把非均匀弹性体分

成若干单元
,

在每个单元上弹性体可以看作是均匀的
,

然后利用物理上的连续条件得到一个

初参数形式表达的解析表达式
.

由于该方法求解变系数微分方程是从物理概念推出
,

因而适

用范围有一定的限制
。

本文在〔1] 的基础上
,

提出求解任意变系数微分方程在任意边界条件下的精确解析法
.

它

有以下若干特点
:

¹ 该方法是以单元为基础考虑的
,

因此不受复杂载荷和任意边界的 限 制
。

并且它能求解非正定微分方程
,

还可给出初参数形式表达的解析解
.

º 在工程力学中
,

得到

的位移和应力具有相同的收敛速度
,

并能求出位移的任意阶高阶导数
.

À 收敛速度快
, 一

计算

量小
.

算例的误差表明
,

所得到的解及其任意阶导数均有二阶收敛速度
.

对 、阶叙分方程
,
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至多只需求解k阶线性代数方程组
。

文中给出精确解析法求解变系数微分方程的计算公式及任意边界条件的处理方法
。

得到

了一致收敛于精确解及其任意阶导数的解析表达式
,

给出收敛性证 明
。

文末给出四个算例
,

在前三个算例 中计算了带有复杂边界条件非正定微分方程
,

第四个算例给出本方法在非均匀

弹性力学中的应用
,

均得到了满意的结果
,

表明了本文理论的正确性
.

二
、

精确解析法的理论基础

对一般任意变系数k阶线性微分方程可以写为

, 功、二卜 云
(尸二 (二)田(二)‘一 , )‘“ ,一 , (二)

’

* : 二。
.
二二 :

(2
.

1 )

0 犷v 。 + “。超九

式中
“. 和 v 。

均为正整数
.

我们把区间〔二
。, 劣们分成N 个单元

,

设第 i个单元的区间为 〔男‘
一 , ,

二‘)
.

并假定 (2
.

1 )中系数 p 。 (二 )〔C m a 义
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一 : ,

, :
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,

⋯
,
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〔, 。 ,

琦〕
,

以及微分算子A 在给定的边界条件下对任意的庄几【
, 。 ,

勺〕有逆算子A
一 ’
存在

。

利用精确解析法
,

求解方程 (2
.

1) 在第i个单元上可转化为求解常系数微分方程

; ‘。 (二卜 亡
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。
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, v = m a x (v . )

及

(m 一0
,

1
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⋯
,
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.
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式中记号

{: 。一 , }
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l u 。

> j

0 u . < j
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.

5 )

为H o avi sid e函数
.

注意(2. 1) 和 (2
.

2) 均为线性方程
,

因此内积

价
‘

、一

补
。 (
劝

一 0

(2
.

6 )

这里 沪〔牙护〔凡
,
二们

,

附护为索伯列夫空间
〔2 ’.

为方便起见
,

这里认为 凡 (劝 (tn 二 1
,

2
,

,

⋯
,

幻和解切均为实数
,

对 (2
.

6) 进行分部积分得



任意变系数微分方程的精确解析法 才4才

(
* ,

式中

A 。一

鑫
, ‘叨(·)

)
-

公乞 甲(凡 (劣)。(二)(嘛)一尸。(, ,

)勿 (劣 )(
‘俪 ))(

“。
)J劣

二 (A 补甲 , 功 (% )一。(% ))

+ E (一 z )
“”

E
劣 : 一二
(价

(, ‘

冲‘一, 。 (二)‘二 ,A二 + O‘△% ·

,
)
d “

乙 (一 1)
“” + j一 1 (。 (二)一 。 (x ))(了一 l)尸梦(二)

“‘一 0
+ 乙 (一 1 )J

一 ’甲(x )‘了
一 ” (F , (二 )一户, (, ) )

了一 1

(2
.

7 )

A , 势= 乙 (一 1 ) (
“。 + ‘’一

)(尸。 (二)
·

卯 (二)(
u 爪
))(

v 。)

七
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,

⋯
, 。

(2
.

8 )
汤 一0

A 赞是A 的共抓微分算子
,

叨‘卜 ‘’(劝和 F 萝(劝及甲(劝
‘J一”和F , (x) 互为共辆边界条件

‘3 ’。

当N ,

。时
,

(2
.

7) 中右端第二项为零
.

不失一般性
,

假定方程 (2
.

1) 中的 。 (了一 ‘’(劝 (i ~ 1
,
2

,

⋯
,

的

和F ‘ (i = 1
,

2
,

⋯
,

u) 在单元交接处连续
。

如果方程 (2
.

2 )在单元交接处的连续性条件
-

lim 功‘, 一 , )(劣‘
一 : 一。)= 。 (J 一 , )(劣‘

一 ; ) (j== 1
,

⋯
, v ) (2

.

9 )
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lim 户, (戈卜 ‘一。)~ 户, (劣卜 , ) (j= i
,

⋯
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,
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7 )则可得

1im
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这里巳假定F节(劝 (j 二 1
,

⋯
,

v) 在臼
。 ,
二们上连续

.

对k阶微分方程来说 , 有 k 个边界条件已

知
.

在已知边界条件上
,

我们令
功(劣 )(i

。一 1)= 田(劣)(f
。一 1) (m == 1

,

2
,

⋯ ,.M )

护s
谧

(% )= F i
:

(戈) (l二 i
,

2
,

⋯
,

L )

在左个未知边界条件上
,

令其对应的共辘边界条件为零
,

即

(二: , 。

或x 二 ,

} (2
.

1 2泛

甲(劣)(j
!
一 1 ,二 o

尸气 (二) = o

(脚二M + 1
,

M + 2
,

⋯
, 口

(劣 = 戈。或劣衬 (2
.

1 3 )

“二L + 1
,

L + 2
,

⋯
,

幼
}
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把(2
.

1 2 )和(2
.

1 3 )代入 (2
.

1 1 )式
,

便可得到

lim (A 餐甲 , 功一功) = 0 (2
.

14 )
￡咔 0

由〔3〕可以得到
,

方程

A 关甲二 f(二) 二〔〔二
。 ,
二二〕

,

f〔不
: 〔“。

,
“二〕

在已知边界条件为 (2
.

13 )的情况下
,

如果A有逆A
一 ‘,

则尹也有逆(A勺
一 ’。

特别地
,

当

A 朴甲= 切一 。

时
,

有唯一解 沪〔牙互
“ ,
使F 扩 (宕= 1

,

⋯
,

v) 在区间伽
。 ,
劣们上连续

,

因此可得

扩瑰(I刃
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: 〔

一
, 一 。
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.

1 5 )
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,

⋯
,
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,

⋯
,

的在闭区间 ,
。 ,
男们上连续

,

利用
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.

15 )式不难证明

lim
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⋯
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在工程力学中(2
.

16 )式具有明显的物理意义切 “一 ‘,
代表广义位移

,

F , (x) 代表广义内力
.

至此
,

我们得出结论
:

用精确解析法求解微分方程(2
.

1 )
,

转化为求解常系数微分 方 程

(2
.

z’)
.

在满足单元交接处连续条件(2
.

9) 、 (2
.

10 )和边界条件(2
.

1 2 )的情况下
,

所得到的解

在(2
.

16 )式的意义下一致收敛于精确解
。

由(2
.

1 6) 式便可以推出精确解及其任意阶导数的一致收敛的递推表达式
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式中C :为二项式系数
.

记号

1 1二0

0 ‘祷 0

r建l
、

一一
电
、了

.自‘月口.、六
口

利用 (2
.

17 )式便可求出精确解的任意阶导数
.

三
、

精确解析法的一般格式

求解方程 (2
.

1 )
,

首先把区间〔二
。 , 二们分成N 个单元

,

在第 i 个单元上转化为求解常系数

微分方程(2
.

2 )
.

不难用代数的方法得到方程 (2
.

2) 的通解

。(二 )二 乙 C ‘。
f
‘。(二一 二‘一 ,

) + Q‘(二 ) 二〔〔二‘
一 , , 、‘) (3

.

1 )

式中了
‘。 (劣)是 (2

.

幻的齐次解
,

O ‘(劝是 (2
.

2) 的特解
,

C‘。是待定常数
,

我们定义

{占(劣)}= {。 。 (‘, ⋯ 。 (卜‘, 户: ⋯ 户
。

} ,

户.
由(2

.

魂)式决定
.

把(5
.

1 )代入 (3
.

2 )即可得到

{d (劣)} = [口
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式中
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。
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.
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f
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B
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f
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一

f
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〔G
‘
〕是庵x k阶函数粗阵

.

B , 是微分算子
,

定义为

今
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’

凡

,
_

‘

d 、+ 嘛 一 J

““与沪石石而勺
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.
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护
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⋯ B
o

Q
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、
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·
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由 (3
.

3 )不难得到方程(2
.
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’
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.
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式中{A
。}是常数矢量

,

由单元之间连续条件而定
.

由连续条件(2
.

的 ~ (2
.

10)
,

即可得

lim {占(劣卜
: 一 。)卜= {d (戈卜 : )} (3

.

8 )
e , 0

从上式我们可推出
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{A 。一 : }二 ([ G
‘一 : (窝‘一 : 一劣 。一 : )〕EG

‘一 : (o )」
一 ’一 【I〕){d (戈

。

)}
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. } (3

.
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(3
.

7) 和 (3
.

9) 式即是求解任意变系数微分方程(2
.

1) 的一般格式
.

四
、

任意边界条件下微分方程的解

(3
.

7 ) 和 (3
.

9 ) 是一个以初参数拍(劣
。

)}表示的解析解
,

如果 {占(劣
。

) } 已知
,

便可得到

箱(劝 }
,

再由(2
.

17) 式即可得到精确解的任意阶导数
.

现把端点坐标勺代入 (3
.

7) 和 (3
.

9)

式
,

整理得

{J(%
, )} = 〔K 〕{占(劣

。

)} + {K
r } (4

.

1)

〔K 」和 {K
, }均为已知的矩阵和向量

.

在力学和工程问题中功
(‘’和礼一般可具有明显的物理意

义 ; 如在马黝匀轴对称圆柱壳中
, 。 (‘,

表示位移
,

户,
表示内力

.

由(2
.

1 2) 式
,

可直接代入边

界条件求出{叔二。)}
.

如果在 {叔二二)} 中有l个元素已知
,

根据解的唯一性
,

则 {叔 二。)} 中有l个

元素未知
,

仅需求解I阶线性代数方程组即可求出王d (二
。)}

.

如果给定边界条件比较复杂
,

是w (幻及其导数的线性组合
,

设为 {d : (二
。

)}和 护
: (二衬 }

。

由(2
.

17 )式总可推出

{占
1(二。)}= 〔L

I」{d (二
。)少

,

{d : (彻)} = [L
:
〕{d (x

, )} (4 : 2 )

代入(4
.

1) 式
,

则可得
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:
〕
一 ‘
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.
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代入已知边界条件
,
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.

2) ~ (4
.

3 )即可求出 {占(二
。

)}
.

应当指出
,

以上对边界条件的处理在计算机上实现相当容易
,

易于编成一个标准程序计

算各种边界条件
.

我们令
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〕
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.
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.
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⋯
,

。 : )
,
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,

j
Z ,

⋯
,

j*
一 : ) , x 二处的已知边界条件编号为(。, ,

飞
,

⋯
, 。: )

,

则我

们只需求解l阶代数方程

!
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日才、,圈.、、!J!IJ

再由

{d (二
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,

」
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{d ; (心)} (4
.
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即 可求出{d (劣
。

)圣
。

五
、

算 例

算例 1 求解非正定变系数微分方程
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W

一‘S ;·

(愧
3 ‘n 二

)

瓮一
‘
〔合

5 :·

(穿
,一)

+

宁一(穿
,一)〕 (5

.

2 )

由(2
.

2 )
,

(5
.
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.
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把区间〔1
, 2」分成5

,

10 和20 个单元
,

由( 5
.

4 )式求得的切和高阶导数列于表 l
。

算例2 求解非正定变系数方程
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方程 ( 5
.

5) 可转化为求解常系数微分方程
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方程 (家 1) 的计算结果
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.

8 )
,

(5
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,
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,
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.
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.
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.

此外
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用精确解析法计算求得的田
,
d 切/ d 二和少叨 / d护 值列于 表 2
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并与

精确解作了比较
.

算例3 求解带有复杂边界条件的变系数微分方程
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由 (2
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1 7 )式即可得到(4
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算例 4

平衡方程为

求解非均匀变厚度圆柱壳在任意载荷和任意边界条件下轴对称弯曲问 题
,

它 的
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.

v( 劝为泊松比
.

一
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式中0
,

M
,

和O
:

是柱壳的转角
,

弯矩和横向剪力
,

具有明显的物理意义
.

我们计算一个注满

水的水池
,

如图1所示
, : = g i 4
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,
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.
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了比较
.
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,
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,
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.

!!!!!)))iii {{{(((iii圣圣圣圣圣圣圣圣
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衰 4

圈 1 注浦* 的水池

水池的径向位移。和纵向奇炬M
二

计算结果
J
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.

4
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.
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0
.
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.
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从以上四个算例可以看出
,

本文的方法有较高的收敛速度
.

仅用较少的单元即可达到较

高的精度
,

并适用于非正定微分方程和复杂边界条件
.

分析计算误差可以得知
,

所求得的解

及其高阶寻数均具有二阶收敛速度
.
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E x a c t A n a lyt ic Me th o d fo r 5 0 !v in g V a ria b!e Co efflc ie n t

D lffe re n t la l E q ua tio n

Ji Z h en
一y i

(A n 丙u‘ A r e h‘te e t“r a l l”d “‘了r g l舫才f了“才e
,

H efe ‘)

Y e h K a i
一y u a n

(L a”z h o “
_

U ”f口e rs ‘t g
,

L a ”之ho “ )

A加tr a c t

M a n y e n g in e e r in g p r o b le m s e a n b e r e d u e e d to t五e s o lu tio n o f a v a r ia b le e o effi
·

e ie n t d iffe r e n tial e q 妞tio n
.

In this p a p e r
,
th e e 又a e t a n alytie 川e th o d 15 s u g g e sted to

s o lv e v a r iab le e o effie ie n t d iffe r e n tia l e q u a tio n s u n d e r a r b itr 肠r了 b o u 红d a r y e o n d itio n
.

B y th is m e
比o d

,

the g e n e r a l
e o m p u ta t io n fo r m a t 15 o b ta in ed

.

It s e o n v e r g e n e e 15

p ro v e d
.

W e e a n g e t a n a ly t ie e x p r e ss io n s w h ieh e o n v e r g e t o e x a e t s o lu tio n a n d its

hig he r o r d e r d e r iv a tiv e s u n ifo r m ly
.

F o u r n u m e r ie a l e x a m Ple s a r e g iv e n ,

w 五ic h in d ie a te

tha t s a tisfa o t o r y r e su lts e压n b e o b ta in e d by th is m e th o d
.


