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本义讨论方程 ￡ + 。e o s 二吮+ a s in “ , e 6 s in t

产生浑沌与次谐波分枝的条件
.

利用 M e ln iko v 方法确定出了

一
、

引 言

正弦锁相环路方程为
公+ C o s 戈分+ a sin % ~ b (a ) o ,

b> o) (1
.

1 )

对此方程
,

文〔1 」
、

[ 2勺作过定性理论等研究
.

文〔3 〕采用积分估值的方法
,

对一类周

期函数 f (劝讨论 了 ￡+ 叮
产

(劝 分十 f(劝 = 功sint 的浑沌现象
.

本文 则 通过具体地实际计算
,

确定出系统

公+ 既 。s劣分+ a si n 劣= eb si n t
一

(1
.

2 )
.

出现浑沌的条件
,

然后讨论了该系统的次谐波分枝问题
。

方程(1
.

2)
。

的等价方程组为

{
劣= g

(1
.

3 )
.

夕= 一 a sin 劣 + 。(bs in t一夕e o s戈 )

由于 a 今 1 与 a = 1 的情况在讨论时无本质差别
,

故以下仅就 a = 1 进行讨论
。

当 。= o (且 a = 1) (1
.

3)
。

则成为

{
劣= y

(1
.

4 )。

易知

士兀
,

0 )

(士兀
,

0 )

t , 士。
。

夕= 一 s in 叉

是鞍点
,

(o
,

o ) 为中心
,

过 (士二
,

o) 的同宿 轨 厂
。:

(二 (矛)
,

v(t))

一
我们的主要结果是

:

.
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定理 1 存在 饥
,

郭 瑞 海

当 b> 吞
: 和 。> O 时系统 (1

.

3 )
,

有浑沌性
,

即 P oi n ca
r 己映射存在双曲

不变集
,

从而有 Sm al e 马蹄
.

定理 2 存在 认
,

当 b > 久和
。> 。时

,

对非负整 数 P’ 系 统 (1
.

3)
。

有 ZP + 1 阶次谐波

分枝
.

定理 3 系统 (1
.

3)
。

没有超次谐波分枝
.

二
、

定理1的证明

山 d 梦 s in 劣 一
、

二 ~
, 、

由 关
一

= 一
竺巴井生有通积分

a 劣 y
· -

一 一
v么= 2 (e o s劣 + h )

则过 (士二
,

0) 的同宿轨为

(2
.

1 )

厂呈
:
夕= 士斌2 (c 。s另 + 1) ‘

. o X

土乙c o s

百 (2
.

2 )

由对称性
,

仅取 y= Zc os (习2) 代入 (1
.

4) 。,

并由条件双0) = 0 易得参数方程
。% , Z a r e tg (sh t) ‘

厂生
,

谧
.

、

y二 2 se e h t

由此确定 M e ln ik o v 函数

(2
.

3 )

M (, 。)一

{{二
。“, 〔“S ‘n “+ ‘

。

, 一 v“, “0 5 ““, 」d ‘

_ ,

二 f+ OO
, , . , ,

「
+ OO

= 若o s ln r o
l c o s r se c n ra r 一 、 夕

一

吸r )c o sx 气t )a r
J ~ .洲。 J ~ (幻

= Z bs in tol l一 I
:

这里 ‘1一

{:二一
‘S二h‘d ‘一 2

{;一
‘5二h‘d ‘

= 汀“e c u
一

玄

‘2 一

!+-cooo
。2 (, )· 0 5二 (, )‘,

~ {{
, 。(二 )一

二、二

一

{{
, 2 。。 5

:co
5

耐二 一

晋

于是 M “。, 一 Zb兀s‘n to se “h
晋
一

普

令 b ,

一鑫
。h 粤

,

则当 b》b
:

时 M (t
。

)有简单零点
,

从而系统 (1
.

3 )
。

存在横截同宿点
,

。” ‘
;

其 Poi o c ar ‘映射有 S二al e 马蹄
〔毛’, 即系统(1

.

3)
。

具有浑沌性
.

定理 1 证毕
.

,
·

l
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三
、

定理2的证明

在方程(2
.

1) 中
,

h= 1 对应于过鞍点

当一 1< h< l 时为一族闭轨 r “。

厂几 : 夕么= 2 (e o sx + h )

或 y二士刚2( 云6 5又+--6 )

(士二
,
0 ) 的 同宿轨厂呈

,
h二 一 1 对应于中心 (O

,

0)

一 士2

了
、

一
; n

Z

套

(3
.

1 )

其中 护二
1 + h

2

先计算 r 几 的周期
.

由对称性
,

只计算第一象限部份即可
。

~
‘

(考 d 劣
J ”
二 4 1

_ ·

刃
二

一
- - = 于~ (省= a rc c 0 s( 一 h ))

“ , 2 _

/掩
“一 s in Z

子
F- 2

’

「毖

4 1 一丁丁
J q 人/ 总

(“= ks )4K铡
一‘

{

rd “

2

丁矛
.

,

万丁立石『

d s

2
.

劣 、

、
“= “‘11

一

云
一

)

。

窃又在万‘众不盔至云万=

其中 K 一

{
山

。

欢花不万万(砂牙护犷
’

为了求 厂 “ 的参数方程
,

将 (3
.

1) 代入 (1
.

4)
。

厂孙
的参数方程

厂。 :

{
劣 = Z a r e sin (ksn t)

夕二Z ke n t

(0( t《4K )

其中 sn t
、 c时 为 Ja c o bi 椭圆函数

,

K 及后面要出现的 K
l

分别是模为秃与澎= 斌丁二护 的第一

型全椭圆积分
。

由共振条件 T 几= m T 即 4K = m Z二 确定出次谐波 Mel ni k o v 函数
:

、
。 (,

。

卜{了
’「, (, )“S‘· (, + ‘

。

卜
。2

(‘)

一
“, 〕d‘

r仍 r r 价 r

一)
。 ““bC O s‘。c n “‘n ‘d ‘+

}
。 “寿b s‘n ‘

。c ”‘c o s‘d ‘

一

{厂
’4‘

2

一
,
一 (2

一
‘n ‘二‘,“‘

= Zkb (e o st o

l l + sin t ol : )一 4 k名1
3

‘! 一

{了
’
二, 5 1·, d ‘

·

~ 鉴 e n (ZK + r )sin (优布 + r )d :
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一 ‘一” ’一

{
2 K

c n r s i盯d T = 0
一名军

仍甲

I : = } e n teo std t

一

!
2 K

, ‘ , , .

产K
, , , ,

c n r c o s不a 不一 1 C n 不c 0 5 ‘a 不

J 芯五

(往第二项积分中令 t一 ZK + : )

_

C吕盆
‘ .

「

台
J
。 “时“

s ‘d ‘+ (一 1 )”
’

)
2 K

e n r e o s丁d r

优拼
子‘
J.

了、
、

一
.

一
_

一平仑
。ZK

一
,

一几一
一

以 J
一

。 “

nrc os城
当 m 为奇数时记 一

为偶数)

为奇数 )

,
: 一

I
2 K

e n te o s
td t

一

{
! , , , .

户K

C肠了c 0 5 了a l十 1 c n 犷c o s
拟

r

J 万
一K + 2盆

沙
i K + 2犬

,
亡

. 画‘ . . ‘.

维
(第二项积分中令 t二ZK + r )

e n , e o s, 、, + !
, 。n : e 。s : 、:

J ~ 百

e n teo std t

, 涪
I-

l,

K
,
亡

O 尤

rOK

~ 工
图 2

产

I
J门l...J

一一一一

为计算 入
,

考虑复函数 f(z) = c

二
e x p 【‘习 在如图2的围道积分

I一手
:
“

Z
, d

·

在 围线 I== l: + l: + 1
3
+ }‘内

,

f (劝 仅以 K
‘
i为一级极点

.

由留数定理
,

I , = 2二‘r e s (f (z )
,

K
, ‘)

= 2二 1 lim (z 一K 产i) e n z e x P[ 12 〕
z , K

, i

e x p [一 K
, i〕

另一方面
I肠= f‘

之
,“ +

{
, :

j‘
· , d Z +

{
、 f‘

·
, d

· +

I
, .

f‘
· , d 之

兀�叹l,曰
.

JJ;

.‘L..J

而 了“’‘

刊
了‘

·’心一{

e n 之e x p [ i之〕d 二
~ K曰孟

了r匀

�

l!
曰

{
一 K

e n z e x P〔i之〕d 二

_ e x p 〔一2、
,
〕I几

一 。: p 。一 2、
,

:
l

, :

e n “e x p 〔i“〕d
“ (“二多一 ZK

, i )

j (
: ) d 之
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令代换一牙一ZK 易得
{

,
.

, (·)介一{
I: 了‘

Z , d ·

于是 ‘’一 “ + 一p 〔一 ZK
,

〕)

l
。 n , e x p〔‘, 〕d , 一

竿
e x p 〔一 K

,

〕

c 。, e 二p 〔‘,〕d ‘一会
· 2 才

_ _ ,

,
,

云可r 」
一

千毛
.

又可二贾万= k “e “ n八
’

进而 z : 一 R o

J
en ‘e x p r“〕d‘一分

s e e“K
‘

I : 一

粤
s e e h、

,

由于 m 为偶数时
,

I : = 0,

无偶数阶次谐波分枝
。

下面对任意的 m 计算 I
: .

几二 0
,

I。 与 t。无关且不为零 (见下计算)
,

则 系 统 (1
.

3)
.

「“ , 。 . , _
. , 二 , 、 , ,

J ’= j
“n

一
r c o s‘艺a r c s , n R s n r , a ‘

一

I:
‘。n : , (2‘

2·h : ‘一‘, “‘

一2

丁:
‘

一
(2 “

:

一
”, d

· “一 ZK + · ,

’“LJO +J

。n : ·(2 ; : 。n 、一、) d ·

}
(在第二个积分中令

T 一 ZK 一 u)

一 4

{:
。 n : ·(2“: ·““

一‘, d ·

r窟
_ _

r l

= ”k
“

}
。 c “‘

记
, 一 4 h}

。 ‘n ‘r d ,

记 ‘产{丁ca
、介

_

‘· 为整数 ,

一
r

l

有 , ‘

=
一

万协
U 口勺

t“
‘“J。+ c n r sn r d n r

l
。
一““一“掩, )了: 1

=
,

习砰
(k

, ZJ
。
+ ZhJ : )

,
。一

{厂cn 01d 一K

人一{丁cn ‘一专
〔“ (。。卜k,a

·
:
卜

一

御
二一k,z K)

其中 二一

万
、 ;

~
e

.

为第二型全。。 , 分
,

尸一卜”
,
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_ _
, _ , 。 , . , ,

sk 么
, , , , 二

习~

是 J s
= 石R 一 J ‘

一 4月J Z = 石I 互
一

钾
’

一 J O十名n J Z少一 4 n J Z

O 代

4
,

_ , 。 , , , 了 .
。 , , ; 、

4
尸 。 : , L , 2

护
: ,

。 L , :
犷

、 :

3矿 L艺“
一

R’
一J 。十 “一“ J “, ~

一

3k 以
乙 “一“ ‘、

十 “

移 一 “ ‘、

月

一 3

冬
一

(“
, 2

、 十hE )

进而得到

材
· (, 。)二 4。二s in , 。s e 。h尤

‘
一华(、

‘2

兀 + 、E )
Q

b : =
4 (k , ZK + hE )e hK

,

3兀

则当 b》b : 时M (t 。)有简单零点
.

据M e ln ik ov 理论
,

系统 (1
.

3 )
。

有fn = ZP + 1 阶次谐波分枝
.

四
、

定理 3的证明

我们先证下面的

引理 设 P
、

g 为整数
, 。二 ZP + 1 , 二= 2口+ 1 且 K ~ m 二/ Z

n ,
二 与 n 互质

,

则

口 (, )
’

一

立
、一 1 ) , ·二p 〔2了、‘卜{

夕. “ ,

(P = 0 )

(p 斗0 )

a (夕)== l + E (一 1 )Je x p 〔ZjK ‘〕+ 云 (一 l)’e x p [ 公ZjK i〕
J一 1 了一 1

= 1 +
一 e x p [ ZK i〕[ 1一 (一 i ) , e x p「2乡K i」」

1 + e x p仁ZK il

一 e x p〔一 ZK 了〕「1一 (一 1 )’e x p卜 ZPK i〕〕
1 + e x p 〔一 ZK i」

(‘ )

( 1 ) 当 P> 。为偶数
,

则

a( P) == l一 性塑
「ZK ‘J(l一 e x p [ ZPK 亡〕)

e x p [一 ZK i」(1 一 e x p [一 ZPK i〕)
1 + e x p [ZK i」 1 + e x P[ 一 ZK f

= 1一

= 1 十

Zsin PK
·

s in (P + 1 )K
e o sK

1
, , _

二
‘ 、

。 ,
、

五6云r 、c o “、艺p 一 1 )八一 c o s八 )

e o snK
= c o s

K =

e o s 早叼士二劣

2
e o sK

( 2 ) 当 P 为奇数
,

则

口 (P)二 1一 一丝
全
畏箭黯黔早

)
二

_ 竺卫〔二塑卫丝上鱼少丝丛纽
1+ e x P〔一 ZK 了〕
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Ze o sPK
·

e o s (P + z )K
e o sK

10 3 1

= 1 一

~ 1一
c o

:
、 : · 0 5 (2 , + l)、 + 一、〕

e o s”K
e 6宕万

~ 一

二一 一
eo sK

当 P ~ O结论显然
,

引理 证毕
。

现在讨论超次谐波分枝
。

此时的共振条件为
。T 再~ m T

,

即 4 o K ~ Zm 二 (其中 m 与 , 互

质) 由此确定的 M d ni k o v 函数为

M而 (t
。

) 二丁〔y(t)bs in (t + t。)一 y Z (t)e o s劣(t)〕d t

e n t(e o st os in t + sin t。e o st)d t

一

! 犷(t)e o s戈 (t)d t二 Z kb (e o st o
l二+ sin to

l ; )一I ;

用第三节中的方法易 知 ‘卜 !为tsi ntd
,一。

.

而且

e n te o std t

�f
lJ

一一几

{
c “‘“0 5‘d ‘+ ‘一‘, ’

‘ “

! e n r e o s r d 了

e n t e o s t d t

(脚 + n
为奇数 )

( m + n
为偶数 )

K份叭‘O厂、I
J

09曰产
JI
、

当 , 十 n 为偶数时
,

由于 m 与 n 互质
,

只有 m 与 n 同为奇数
.

设 n = ZP十 1 , 小二 2q 十 1
.

使用第三节中的方法有

_
f
协 K

c n 「Co sra f == 乙 ! c n 「c o s「口了
J 一 匆K

尹

l
�

Q自

一一
,里

现在考虑函数 f (z) 二 cn ” x p 〔i月 在如图 3 的围道积分

‘
,
一

少
“

·
, d

·

在 l= l
: 十 l: 十 13 + I

‘

内
,

f (z) 以 z , = Zj K 十K ,i (j = o ,

士
,

⋯
,

士P ) 为一级极点
,

留数

分别为

( 一 l ) 了
一 _ _ _ 。

。
, _ ,

二
. ,

一
~

滚福一 匕工 P L一几
’

十衬八 . J

由留数定理
,

并据引理有

I
‘= 2二 i 乙

r e s (f (二 )
, 二 , )

, 一 ,
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2兀
_ _ 。 。尸 , :

「
=

L e X p L一几 J !
付 L

,

或
(一‘, ,

一〔2 , K ‘“〕一{
0

1

(P 钾 0 )

(P~ 0 )

当 P二 O,

即 n一 1
.

此为第三节中己讨论过的情况
.

当 P扮 0 时
,

再对围道积分作分段讨论可得

{
月K

e n te x p〔it」d t~ 0 ,

进而 I二二 o
。

一 份K

又 ‘; 一

{
价分

, 2

(t)e o s戈 (t)d t

一

{:
“一

‘(2 “
“

二
“‘一 “, “‘

一{
4 K

e n Z t(2壳
艺e n Zt一h )“;

JJJ
:::

矛,,

。。。

K
r
石石

叨 3

二路I
、
~ 瑟(&, W 十 ”E ’

于是
,

对 n > 1 有

M
“

(t。)= 一I二今 O

据 Mel ni k ov 理论
,

系统 (1
.

3)
‘

_

无超次谐波分枝
.
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