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摘 要

本文在平面截面的假定下
,

以幂次自模拟解为基础
,

提出了高超音速气流绕一般细 长迥转体

流动的普遍线性化)理论
.

问题最后归结为积分一组与具体问题无关的常微分方 程 组
.

这些积分可

以事先算出
,

制成表格
,

当要解各种具体问题时
,

只需查表和进行一定的代数 运 算
,

即可将流场

全部参数算出
.

符

犷,

e
,

t

—分别为极坐标和时间

铸
,

如
,

p
,

p

— 分别为径向速度分量
、

周向速度

分量
、

密度和压力
” ,

君

—活塞作幂次膨胀时的指数和系数

久
—自模拟变数 (在活塞上几= 棍

,

激波上几~

1)

c

—
自模拟运动中的激波速度

了
,

g
,

h

—自模拟运动中的无量纲速度
、

密度和

压力

中
,

叭
—活塞和激波运动的摄动量 (见石2

.

功式

和(3
.

4 )式 )

号

” ,

—激波单位法矢量的周向投影

△D

—激波速度的摄动量

fl
, e , ,

g , ,

hl—分别为径向速度分量
、

周向速度

分量
、

密度和压力的无量纲摄动量

F (几)
,

E (几)
,

G (几)
,

H (久)—分离变数后的参

数摄动量

二
,

刀—分离变数中的指数
,

—气体的绝热指数

下脚标
‘
2
”

代表自模拟运动中的激波参数
,

上

角标
‘ , ’

代表嫡层内经修正后的参数值

己 1
‘

全犷
J . F习

在细长体高超音速绕流问题的近似理论中
,

通常采用平面截面假定
〔”

.

将一三维绕流问

题转化为一二维薄片中的非定常气体波动 问题
.

当来流马赫数很高 以致激波前面的压力相对

很小而可以被忽略时
,

与正幂次体绕流问题相应的气体薄片平面运动为一具有自模拟性的气

体波动问题
.

这一问题的解被简化为找常微分方程的积分
,

利用数值方法可以很容易地得到

最后的结果
〔“’.

根据这一理论所得的物面压力分布和激波位置一般认为是能令人满意的
.

.

蔡树棠推荐
.
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在上述 自模拟理论解的基础上
,

L
.

R ee s ,
T

.

K ub ot a 和 H
.

M ire ls 等人 用 线 性化理

论进一步考虑了反压和物面边界层的影响
,

所得的理论 结 果 在 物 体 后 身 与 实 验 甚 为符

合
『“7 ’、〔‘, 、 〔“’,[ “’.

由此可见
,

就细长体后身的激波和物面压力而言
,

以幂次自模拟解为基础

的线性化理论还是有一定价值的
。

本文系在平面截面的假设下
,

对于以幂次自模拟解为基础的线性化理论加 以一般化
。

它

不但统一了上述各作者的工作
,

而且有了发展
。

二
、

基 本 方 程

如图 1 所示
:

火考

假定二维薄片的活塞膨胀规律为
:

中 (r
,

口
,

t) = r 一 亡t. + ‘(1 + 甲(B
,

t) )= 0

要求研究由它所推动的气体运动
.

在极坐标系中非定常气体运动的基本方程是
:
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当中= P= o 时
,

气体作自模拟运动
,

令这时的激波半径为 r : ,

自模拟解中的激波速度和激波后的气体参数为
:

则
r : = 时

“ + ’
/久

, .

于是在

。二

车
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激波和活塞间的运动将可写成
:

。 ,
= v Z

f(几)
; 。。= 0 ; p = p : h(几) ; p = 八 g (几)

式中 几= , /r
: = 几扩/酣

” 十 ‘
为自模拟变数

,

在激波和活塞上分别有几= 1和几= 几, .

现在假定 o < }叫 《 1 ,

(n + 1 )少产
”

》时 = vPI / Pl > 。
,

同时将它们 的作 用 看成为在自模

拟解上的一个摄动
,

那么对一般的运动便可写成
:

v

一
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,
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,
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(兄
,
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t) I J
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.
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其中摄动部分 了
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,

h : , g : 与基本部分 f
,

h
, g 之比系一阶小量

.

将 (2
.

3) 代 入 (2
.

2)
,

得零阶非线性常微分方程组
:
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:
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对方程组 (2
.

5) 选下列形式的解
:
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一
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:
为时 间常数

.

则可通过分离变数而得到下列常微分方程组
:
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方程中作为参数出现的除了
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.

今后将以m 和口作F
、

E
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H
、
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,
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.
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,
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在进行具体数学计算时
,

都是用此式
.
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三
、

边 界 条 件

在活塞上
,

要求活塞速度
v ,

和流体质点在法向的速度分量
。 , 。

相等
,

即
:

v , 。
= v ,

= 一 a中 / 口t

}V 必 {

在激波上
,

要求激波前后的流动参数满足相容性条件
,

即
:

ZD /
. a 于\

= 公干I戈
l 一 力f ),

v Z :

= 0

Z n , v 一 1
.

p ,
= 公币Ip

‘口一公干工p
‘

v 十 1

扛二
一

r两
p Z = Z a 于

二 ,
.

一
-

一 一二
J

es

抓‘

V 一 1 上矛
“

_ : 二
P ,

“ 1

~
护 一 -

—P 1

其中 D 为激波速度
.

在作自模拟运动时
,

活塞 之= 之. 和激波 久二 l 上的条件分别是
:

岁
“一f‘“

·, 一“和 f“ , 一 g “ , 一““ , 一 ‘
(3

.

1 )

对一般运动
,

根据活塞和
一

激波相容性条件将物面和激波后流动参数的摄动 部 分 分别写

一一
‘

口.乍山刀时一砂

成 :
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△u ,
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式中△

。 ,

和△D 分别是活塞和激波速度值的摄动量
.

ne 是激波单位法矢量的周向投影
.

若将激

波方程写成
:
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另一方面将激波与活塞间的流动参数写成
:
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.

3 )
、

(3
.

7 )
、

(3
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:
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其中 J在 m = o ,

刀= 一 2n 时取为1 ,

其它情况为零
.

由条件 (3
.

1 1) 即可看出
,

整个问题可归结为解下列两类初值的柯西问题
.

第一类
:

一般的m 和刀
,

初值为
:

,目丹Ol
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, (1卜
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,

(1 ) + 1 + 、

筑
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,
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瓜
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第二类
:

对 , = O
,

刀= 一 2 。时
,

再取一组初值
:

F
,

(1 )= 一 v ,

H , (1 ) =

(3
.
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、.
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梦一 1
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竺
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而E , (幻 = Z
,

(幻 三 o

条件 (3
.

12 )和 (3
.

1 3 )中木含 L拭万
,

因此与具体问题无关
,

相应的积分也就具有普遍性
。

如果已经有了这样的积分
,

则可将具体所要的函数表示成
:
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、............、‘.........夕
一

一 _
_

_ _
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厂拭万(凡) = L粼万F 一
, (几) + “戈云少F

,

(几)

E 粼万(A) = 瑞 :声
。 , ,

(A)
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丁一丁/
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、

另外
,

再根据活塞条件(3
.

10 )
,

便可找到 L粼万与K粼万之间的关系
:

、 : ; 一l默(
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普
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勃
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。 ,
, (切 (3
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这在解正问题将要用到
.

四
、

奇 点

由于在接近物面 (几, 几户 时有 ((v + 1 )几/ 2 一f) , 。,

方程 (2
.

4) 和 (2
.

7) 都在物面 (久二几劝

有奇性
.

因此
,

当初值给定后
,

即使方程 (2
.

4) 和 (2
.

7) 的数值积分大部分可以进行得很顺利
,

但到最后接近物面时还必须另用渐近表达式表示
.

令省= (v + 1 ) (几一只动 / 2则可证明
:

在雪= 0

的小邻域 内
,

f(幻
,

h(幻
,
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,

即
:
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于是得
:

贵
一
五亘

藏
{而瑞砰方“一l+(t.

‘·

)op]+ 洲
;

d 协
‘一万了

L. ‘
王一 p /省{卿1十 n

一 (v ‘ 1)
f

. + 沪

了
. + 叻 七⋯企血〔

2 月

v (v一 1)(” + 1)
v (, 一 1)

x(
, 一 , + (j

. +
。)+

搬]}
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1。即 陈 瘩 松

逮界余件淞级在羞卜训冲浦吴和 , 砂. 0
.

试找下列形式的级数解
:

。 名 。砖“+,
,

, 一 刀 bl. 澎吻

挤身 去圈
⋯

·

代人叙分方程; 便知除右
: , 。不定外

,

该有
, f” + 1) 1

‘ _

2” 、
“’砰政石补一

“阳 , 一气
‘十灭云

.

干万 )
和

, ( v一 1 )
, .

一「
“

一

叹镶十 , , 气
, ‘
尸

添脚
一J.l + ‘

是[
( ‘一 1 ) a + , 1“

: , , 一ra 一 , ( (‘一 , ) a + , + ‘)“b
: 沁;

一
‘二 + “

其中△代表下标之和比较小的项
.

由这对公式易证得
:

o.
, 。二b0

, 。
二 。

关
撇

敛性可她样证
·

先作变如
一雪‘a0 计孰儿

麟亨
程的形
朋

成

;
粤

+ ,
: . x( ;

,

,
: ,

哟 =

“5 1 +
: ,

]

,

d 沪
_ 法 _

. ‘

tr
, , _ _ ‘、

_
_ ‘

占弓工一
a势二功y (雪

,

甲: ,

呐) 二势,

心
一 了 一 r 一 ‘ , ’ , U , 产

一 犷 ‘

习 A
. ,
s, 一
雪‘甲

1 1叻几

j+ 月》1

油) O

刀 刀
. , ,

, ,

盆,
, , , ‘

效”函-2其中X ( 二
,

,
, 君)和Y (二

,

,
, 之)是巳知的 x ,

,
, 之的解析

尔爵
‘

叭的级数解是
:

。二 刀 all 川护+I

i + 护> 1
f

.

j> 0

显然 a川
,
J , a ‘, 一+ :

.

现在作解析函数
:

X 。
(盆

,
,

. 忿) 二
-

厂亚粉越
梦又少一 1 )

( v一 1+ (f
一 + 盯: )含)

f
。 + 11 :

1 /
,

个
一

了

一二
~

一 I一 扭 二

~
J . 一 人 J 、

2月

v (”+ 主)

Y
。
( x

,
即

, 之 )

X ( v二 1+ ( I
一 + g :

) 忿 ) +

黔
、
~

礴禽{不‘条初

冷
:

厂(埔)
-

其中叭代表( 10.
:
! + 川书 ,

这对函数具有这样的性质
:

1
.

x . (。
,
。

,

。卜y
. (。

,

。
,

。
卜备

一

!
. _ 。一。;

2
.

展成气 ,
, z 的级数后

,

其系数A 。
川

, .
和B

,
川

, ,

与 X 和 Y 的系狠有 A 。
川

, .
》 }汉川

, .
}和 B

,
川

, 。

)

1B . , 1 , .
}的关系

现以X
.

和Y
.

作下列代数方程
:

G : = 劣 一 。二 o

G :二一X
.
(劣

,

口. 君) . 0



近称次形绷长迥种体的高食油翻流问感‘J、
’

10 皿1

G 3 = z 一b
一 : o “一 之Y 一

(劣
,

梦
, z )。 o

根据X
.

和Y
。

的第一点性质
,

有
:

嘿毕契扣!
= 、

。

。 、曲 一F , ‘ 沪 l
一

口. 2 . 0

因此
,

在原点附近 x ,

封
, : 可表为 。 和 。 的解析函数

,

即有下列形式的收敛级数
:

二 = 。 ,
。=
习

a . ‘,
, 。‘。 , , z -

i+ ]》1
i

,

j》 0

名
“一。

, , “‘“ ,

‘》 1
] > 0

若令 “二占
‘ , “= 省

,

b
。 : ,
。, lb

: , 。l
,

’

则利用X
。

和Y
。

的第二点性质
,

由数学归纳法可证
:

a. 川> }a
: ‘,

, l
,

b一
,
*> !石川 !

于是我们可以得出结论说
:
以君

‘

和省展成的级数
:

a : ‘,
,占

· ’ + ,
和 叻二 名

b‘, ,雪“
‘ ,

‘) 1
J》 0

�-争明一,口户笋
,‘
+刁

甲1 .

在君二 O的邻域中绝对收敛
.

二
、

一阶,

一娇量的基泳微分方程是
:

(岑
‘一

,)’
‘

,

一

(留
‘一

,)( l’+ 粤兴)
尸 一

宁(罗
‘一

,)答
一

号等“
。

(零
‘一

少
一

(卜j’+ 罗哥 )
‘ +

丫子H 一 。

(甲
“一

,)o
一(烤

一

, 一
l’+ 甲译

,
一

)“
+

(华
“一

中
,

+

(罗
+

,,)
F

+

(客
‘一

习
一

器
一‘一 0

(华
* 一了
丫H’

一
(甲

; 一,丫
, j’+
孚

一

+

甲孕羔迢)
H 一 (甲

, 一了)vhF
·

、 ‘ / 、 ‘ , 、 碑 . ‘ ”
.

r 占 , 、 ‘ ,

一〔vI’+ 别
‘

·+

念刀hF
一

(岑
* 一

,)等
: 一 。

已知

r= 名 I
‘, ,雪‘

’ + ‘ 二
习 了二,占‘+ ja

·

‘
.

夕) 0 ‘) j) 0

“一占“
·

名
g ‘, ,“

‘+ , ‘
名 ”

‘, , : ‘+ ( j+ ‘) a
·

i
,

j) 0 f) j) 0

“ 名 灿梦+i = 名 万一 , 点‘+ ‘a
·

其 中 。。‘。‘ 1自一二 ‘书书士 ; 飞

件十 , L件十
’
少

iJ》O 该分j分O

> 0, 规在
.

对盗阱方核欲找以乍形式的级数解
:

F ‘ ,
, 护+ ‘+ “一 ‘’氏 ; Z 一 名

一

才
‘ ,

, 驴+ 汁(之一‘”二

呢,j乏0
_

‘+ 了户二

r尹口>.’人
,‘
以+
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:

器
+

【
‘一

外
+

哥)]
‘ +

写
’任

共万 = x (‘: ) (省)万 + o + o + x (“ )(z )
J O , 0

右端各项的系数X ‘“‘, (劫 (壳
,

l= 、1
,

“
,

“
,

4 )是巳知的
,

并且可用 , 二占和
.

” ~ 梦
,

的级数表示
:

X
“‘了, (省)一 X “ , (u

, v )一 艺 万;刃
’。‘v ’

I’+ j) 1

1
.

] ) 0

根据了
,

g
,

h在奇点的级戮性质
,

可以证明它也是绝对收敛的
.

现在只就第一组解(k 二F 。, :

, 。
,

H 。, : = 1) 讨论 (别的可以照办 )
,

且假定在‘十j> 1
,

‘
,

矛》。时 A 二 ‘十

( , 一 2 )·。一警(
: +

器孚)
、 。

,

B 一 ‘+ ,

一菩(
2 +

弃
,

)
斗“

,

一〔‘+ “一 , ,二1(、一。
、

, 一、除外) 斗 。

(否则会出现ln 省的奇性项 )
.

选正数
。
和a ,

使

。

( m in (姓
,

B
,

C )
, a

一 a (v 一 1)。 / 4 f
。 , 。

a /
。

二一万 I J 十
石 、

。+ 刀
”+ 1

作解析函数X i.l
,
扣

, 。 夕:

X 护‘, (,
, 。)一 艺

‘+ j)
落

,

j) 0

U ‘口了

再作代数方程
:

G
: = r 一 u . o

G : = s 一 v ~ o

。 ,

一 (卜 ‘

卜c粤弓工
*

, 。

,0
, 。

)
。一X ‘

1 ’ (一)‘一 X ‘
2 、
‘一 , 二

一X 公
3 、

(r
, s )g 一X 公

‘, (, , : ): 二 o

G
‘二 。二 一 X 护

, ’ (r
, s ) , 一 X 犷

, , (, , s )二一 X 护
3 , (

r , s
), 一x 犷

‘, (r , s )z = o

G , 二 。g 一 (a 一 z)二二X 护
, , (r

, s )t一 X 护
, , (r , s )二 一 X 护

3 , (
r , s )

、

夕一 X 护
‘

、

(r
, ; )z 二

G
“

。(二一 。)一(华
.

弊、
, 一、 ,

1 , ( ,
.
: ), 一。一 。一 x 。

‘, ‘,
_

: 、二= 。

一 。

一
、 - 一 ’

、 4 j0
, 。
/

-

一
‘
”

一 了 ’ 一 ’

“ . 、

”
/ -

一
它在零点的雅可比列式的值是

:

a (G
, ,

G Z ,

G
3 ,

G ‘ ,

G , ,

G 。
)

a( r
_

5
.

f
.

,
.

0
.

2 ) = ￡‘
尧0

f . s . ‘. , . 夕. 2 . 0

因此 r , “ ,

才
,

戈 ,
, , 皆可表为“和”的显解析函数

,

即以级数形式写有
:

= U ,

X 二二二

一
名 “

, , u ‘口 ‘

) 0

x ‘ , , 。‘v ‘ ,

。一
刁

。, , , 。‘v , ,

、
‘

,

j) 0

若H
‘ , , ,

F : ‘, , ,

Ql
‘, , ,

Z ‘心为H
,

尸 : ,

Q
、价Z 的级数形式解的各相应系数 ;

习
z ‘ , , “‘v ‘

.

少》0

则由数学归纳法易证得
:

才‘
, , > !H

. , , }
,

为
, , 》 IF

, ‘,
, I

,
, ‘, , 》lq

‘ , , I
, 二‘, , > !二;;

, !

由此我们可得出结论
:

级数H
,

夕
、 ,

认
,

Z ~ 艺
2 . , ,

歹+ ja; 在占二。的邻域中绝对收敛
·

.

j》0



近幕次形细长迥转体的高超音速绕流问题(r) 10泛感

Q一 习 Q
‘ , , : k + ‘+ (, 一 , )a

· ; 。 -

‘
.

J) 0

i+ j) 1

令同幂次项的系数相等
,

得
:

习
,

j》O

十 j》1

H 川 占k + i + (j一 1)
a 夕

代入一阶方程后
,

“ ,

【
一

套
‘“+ ‘+ a ·

, ) +

嵘碧行
‘”
]
二 ‘, 1 +

糕
(“+ ‘+ 1 + , a

·
)。

‘一
,

卜1

+

号
之少磊

Q
‘

一
, 一△

‘, ,

【
一

二
‘“+ ‘+ , a

·
,
俨丝

岩鲁
丝丝」

Z ‘, ,

一等
‘

一

贵
一

H
‘, ,

一
△

‘I ,

〔
一

怪
‘“+ ‘+ , a

·
) +

斋{号
·

I
Q

‘

一 , 一

二
(“+ ‘+ , + , a

·
)F

一
一

圣赢Z.,,+
: 一△

“ ,

卜杏
‘“+ ‘+ , a

·
)

喘串飞
一

]
H

‘, , + ·‘。:。〔“+ ‘+ , + (卜
: )a

·

」F
。一

, ,

v 川ho
, o

j. go ,0
Z ‘, , 十 : = △

,
_

,
,

、

」
、

一
, 、,

~
. , .

~ , h
o . o

. _ , ,

_
. _

,
_ , 。 _

⋯
』 _ 。

_
_

_ _ ~
‘ ,

_
田‘ly ’武 日 以盲出

’ 囚不毓舀午
”,

故妥求‘
, , 。’ ”, 在 “= ”,

” 一 ‘,
J = ‘时弟二项系取为等

·

相应

的F 。, ,

就不确定
.

而在‘= 一 主和氏+ j> 1时
,

系数不等于零
,

故要求F
。, , 二 0( ”) 1)

.

级数各项的系数可按以下次序递算
:

( 1 ) , (万) 一 (l ) _ ( l )
_ _

( I )
H 。, ,二二二 Z0

, : 二 ; ; F
, , 。二

.

岛 Q
, ,

拼乌 H
,

户马⋯
,

F 。, . ) :

以
Q0

,

玛H0, 讯以 几
, . 十 1

叹
F , , .

以
⋯

,

按下列方式选择掩和初值
,

我们可以得到四个独立的级毅形式解
:

1
.

及= o
,

H o , , 二 1
,

F O, , = o 得 F (i )(占)
,

Z (, ,
(舀)

,

Q (1 ) (雪)
,

H (1 ) (占)

2
.

儿= o
,

H
。, , = o

,

F 。, 1 = 1 得 F (: )(雪)
,

Z
‘1 ) (省)

,

Q (2 ) (雪)
,

H
‘. ) (占)

3
.

、一竺
.

缭竺其尧粤不契) 。
,

。
。, :一 。

,

z 。, , 一 ;得; (3 )〔: )
,

z 、3 )(、)
,

Q
、3 ) (、)

,

。、3 (: )

“
,.

.

勺. 犷 、, 口,
. 二 / J

4
.

儿
v

刀一 2”

“厄画千可元不r)J一 >
o

,

H
。, : = 0

,

Q
, , 。二 1得F “) (舀)

,

Z ‘. ) (占)
,

Q (4 )(占)
,

H (‘ (省)

于是
,

一般解可由它们组合而成
:

H (君)= H 。, 、

H (1 ) (舀)+ F 。, ,

H ‘, , (雪)+ Z 。
, :

H (3 ) (占)+ Q
, , 。

H (‘) (舀)
,

F (占)
,

Z (君)
,

Q(雪) 也同样可表示

F “)(占)
,

Z “, (占)
,

Q (‘)(君) (i= 1
,

2
.

3
,

4 )的线性组合

关于级数F (i) (豹
,

刀i)( 豹
,

Q( i)( 动
,

H (叮勃的收敛性可以这样证
:

先作替换 F , ~ 乙价F
,

的常数项一起留在左方
,

得
:

Ql 一
户Q ; 再解出各微 商 项 ;

望U g

d F I

d 君
省二

d Q
‘

d 占

,

;

釜
,

并‘不含 ‘

Z、J
户‘虫户.、、了J.‘且

X+‘二Q
、刀产‘之2.、3

.二

X十‘上F
、

,亡�Z‘
、2�二X+H

、、Z己
自

/‘、‘二J且

X一一J二Q�U0,

‘

索
」

�朋
0,g

、
刃矛J.儿古r人

一
.

�
口

,

VZ、
-

p
一

+

�寸‘一户��,r�dd一
l

‘自

。

d F
, , 、

一
, , . _ , , , , , _ ‘ , _ .

_ , , . _ _

~ _ , . ,

,

百7 荞,

一 ( a 一 1少厂 1
~ 人 “

三

)( 互)
‘

月 十人
‘
“ 夕(互少岁 1 + 人 ( 司} ( 互)叼 1 十人 “叼 (互) 乙

. g

:
懊

一廿(
2 + ;

粤
、

)Q
: + (。 一 , ) ; , 一 x 、3 1 ) ( : )、+ x ( 3 : 。( : )F

: + x (3 3 ) ( : )Q 、+ x 、3‘) ( : ) :

. 9 ‘ \ ,二r 人 I
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