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摘 要

近年来
,

Sar ko vs k ii定理及其有关研究引起很大兴趣
.

按 Sar ko ”kl i 定理
,

若闭区 向上连

续自映射了有3一周期点
,

则对任意正整数 n 有 n 周期点
.

但f不可能有所有类型的个周期轨
.

例如
:

, , 、

{
·+

一

么 (
·‘

[
。
·

J 、‘ )一
1

‘

/ ‘

t
“(‘一 x ) 气

劣(气

合])

」)
则 了仅有两种类型的 3一周期轨中的一类

.

这表明 S ar k o vs ki i定理远远没有给出周期轨之间 的关

系的全部信息
.

本文( I
‘

)中将给出周期轨的型的概念
,

并证明可从建立机械方法来判断一种周期

轨是否蕴含另一类型的周期轨
.

本文 (I )中将给出这个判断方法的计算机程序
,

并列出一些计算

结果
。

一 三! 健犷
、 J . 「刁

近年来
,

Sar kov sk ii 定理以及和它有关的研究 引起了广泛的 兴 趣
〔”尹

’、【吕’.

A
.

N
.

S ar k o
ys ki i在 [ 1〕中建议把全体自然数排成这样的顺序

:

司
: 3司5司7司9司⋯⋯司Zn 一 1司Zn + 1司⋯⋯ ;

司6司1 0司1 4司⋯司2
·

(Zn 一
、

1 )司2
·

(Zn + 1 )司⋯⋯
,

司1 2司2 0司2 8司⋯司4
·

(Zn 一 1 )司4
·

(Zn + 1 )司⋯ ⋯ ,

⋯⋯ , 司2 为
·

3司2 气 5司2 二 7司 ⋯司2二 (2 n 一 1 )司2 合
·

(2 , + 1 )司

⋯⋯ , 司⋯⋯ 2仍司2一
’
司⋯⋯司 16 司8司4心2司1

然后证明了

sa rk 。”kli 定理 设 了是定义于线段上的连续函数
。

如果f 有 。周期点
,

则对于任一正

整数二
,

只要 。司m
,

则 f 必有 二 周期点
.

这里
,

周期点的概念是熟知的
.

如果对正 整 数
n ,

记尹= f
,

j0 = Id
.

(恒同映射 )
,

j’

二f
o

f一
’,

’

则当 , 。
满足

.

钱伟长推荐
.
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尸
“

‘二
。

)一二。

、

j
今

(劣
。

)今劣
。

(k = 1
,

2
,

⋯

时
,

称 二。为 f 的一个
n 一周期点

.

而且由
n
个周期点 二。,

(1
.

1 )
, n 一 1 )

二 ; = f (劣
。

)
, 二 : = j(戈

: )
,

苏” 一 1=

f (x 卜 : )组成的
n 元素集{二。

, , , ,

⋯
, 二。 一 : }

,

或记作王f
. (二

。

) ; 寿= 0
,

l
,

⋯
, ”一 1 }

,

叫做 f 的

一个
n 一周期轨

.

对于固定的一个正整数 n, 可能有不同类型的
n 一周期轨

.

为了说明这一点
,

可从引入周

期轨的
“

型
”

的概念
:

把
, 一

周期轨 {f
“(二

。

) ;
f= 0

,

1
,

⋯
, n 一 1} 中的元素按自小而大的顺序重排 为

几< 勺< ⋯ < 之 。

(1
.

2)

如果 f (价 )一勺
,

则令
a ‘二 j (矛~ l

,

2
,

⋯
,

n)
.

我们把正整数有序组 (a
1 ,
几

,

⋯
,

‘) 称为

n 一周期轨的
“

型
” .

显然
,

诸 a ‘是两两不同的
.

例如
,

下列两种 4
一

周期轨
:

巴少卜、 全沪曲口一、、、 :卜产一、、
.

4

(1 ) (2)

其 (一)的型为 (4
, 1 , 2 ,

3 )
,

而 (2 )的型则为 (4
, 3 , i , 2 )

.

易知
, n
簇 2时

,

都只有一种弘 (1 )
、

(2
,

1 )
. , 二 3时

,

有两种型
:

2)
. n ~ 4时

,

共有 6种型
.

除了上面列出的两种及之外
,

还有(3
, 1 ,

‘

(2
, 3 , 4 ,

1 )
、

(2
,

4
, 1 , 3 )

.

一般说来
, n 一周期轨的型共有个 (n 一 1 )1 个

.

按照 Sar k 。、ki i定理
,

线段上的连续自映射f
,

如果有 3
一

周期轨
,

定也有n 一

周期轨
,

但 f 却不一定有各种类型的
, 一

周期轨
.

例如
,

函数

(2
,

3
,

1 )和 (3
,

l ,

2 )
、

(3
,

4
, 2 , 1 )

、

则对一切正整数
,
一

1
劣十 丽

乙 (
二“

l
“,

音〕)

(‘(告
、

, ,

〕)
(1

.

3 )

2 (1 一 x )

!
‘

l
‘

一一
、J
产

劣
了.、‘

矛
‘

有 3
一

周期轨 {O
,

1/ 2
,

升 (它的型是 (2
, 3 , i ) )

.

但在4
一

周期轨的 6 种型中
,

f (劝 只具有一

种
,

即 (3
,

4
,

2
, 1 )

.

在 5
一

周 期轨的2 4种型中
,

它也仅仅具有一种
,

即 (3
,

5
,

4
, 2 ,

1 )
.

在 6
一

周期轨的1豹种型当中
,

它仍然只具有一种
,

它是 扭
,

6
,

5
,
。

, 2 ,

1)
.

是不是对每个
n ,

f 只具有一种型的
n 一周期轨呢 ? 不是的

.

f的7
一

周期轨有两种型
,

8 周

期轨有 3 种型
,

其1 2 一

周期轨有 13 种之多
.

用普通的推理方法获得这些结论是颇为繁难的
.

以上所列出的是计算机上算出来的结果
.

自然会提出这样的问题
:

知道连续函数 f 具有某一种型 A 的周期轨
,

它必然还会 具 有

哪些型的周期轨呢 ?

如果具有 A 型周期轨的连续函数必然具育B 型周期轨
,

我们就说 A 型周期轨蕴含了 B

型周期轨
.

或简单地说 A 型蕴含了 B 型
.

上面巳知
:

援用熟知的 Sar k o vs ki i记号
,

记作A门B
.

例如
,
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(2
, 3 , 1 )司 (3

,
4

, 2 , 1 )

等等
.

那么
,

具体给了两种不同型的周期轨
,

A型与B型
,

究竟是A蕴含 B
,

B 蕴含A
,

互相蕴

含
,

还是互不蕴含? 给 了某种型的周期轨
,

如何确定它所蕴含的周期轨的可能的型 ?
.

要回答这些问题
,

S a r k oy
ski i 定理所提供的信息已远远不够用 了

.

需要更深入更细致的

分析
.

周期轨的型之间的蕴含关系可以从更一般的角度来讨论
,

例如章雷在 〔4 〕中所做的
.

此

外
,

在 【5〕
、

〔6〕中引入了 S
一

极小周期轨和简单周期轨的概念
,

并且「6」中证明了
:

线段上的

连续函数
,

如果有
。一
周期轨

,

则必有简单
, 一

周期轨
.

在仁7」和「8〕中
,

明确地提出并讨论了具

有不同型周期轨的映射集合之间蕴含关系
,

这实质上也是对周期轨间蕴含关系的研究
.

鉴于这些问题的精细性与复杂性
,

看来 目前难于找到类似于 S ar kov s ki i 定理 那样的一

目了然的答案
.

但是
,

本文指出
,

可 以给出现实能行的算法
,

利用计算机来判别两个型之间

的蕴 含关系
.

计算机提供的结果可以帮我们找寻更明朗的关系与规律
.

本文分 ( I )
、

( I )两部分
.

在 ( I )中介绍并证明算法的原理
.

在 ( I )中给出程序设计方

法和一些计算给果
,

并指出一些问题与猜想
.

二
、

算 法 的 原 理

我们把问题放在更广泛的基础上加以讨论
.

考虑
n 元实数组 S

,

~ 笼二 ; < 男: < ⋯ < 二 ,

}c RI
.

把S
。

到 自身的全体映射之集记作 C (S
。

)
.

如果 f〔C (S
,

)
,

我们记 f在〔, : , 二。

〕上的逐段线性开拓为 孔

干了(
“ , ) -

‘

了在 〔x
‘,

f(x
‘)

劣‘+ , 〕上是线性的

(玄= 1
,

2
,

⋯
,

亦即了满足
:

n )

(万二 1
,

2
,

⋯
,

沁一 1 )

所有这样的 了之集记作 L (S
。

)
.

对于某些 f〔C (S
。

), S
。

可能恰巧是 f 的 ”一

周 期轨
,
所 有 这样的 f 之集记作 C , (S

。

)

== {j 〔C( S
,

)l S
,

是了的周期轨 }
.

而 C , (S
。

)中的函数了的逐段线性开拓了之集则记作岛(S
。

)二

{了〔L (S
。

) !f〔C , (S
。

) }
.

下面首先说明
,

对任一个 了〔L (S
。

)
,

f 的所有的 m 一周期轨的型是可以用能行的步骤
_

确

定出来的
.

其次指出
,

如果 j( C , (S
。

)
,

且记 f 的周期轨 S
,

的型为A
,

则对任一个型B, 当

且仅当了具有 B 型周期轨时 A 司B
.

对于任一个 f〔C (S
。

)
,

如果 f(x
‘) = 幻

,

则令
a . 二 j

,

我们称正整数有序组(a : , a : ,

⋯
,

‘) 为 S
。

上自映射了的型
,

记之 以 A , :

A 了= (a , , a : ,

⋯
, a 。

) (2
.

1 )

而当 了〔C
, (S

。

)时
,

A ,
也就是 f 的 n 一周期轨 S

。

的型
.

显然
,

对于 C (S 户中的两个映射 f 与 g ,

如果 A 了= A , ,

则 了与 口是保向拓扑共辘的
,

它们具有同型的周期轨
.

因而我们可以用任一个
n 元有序组代替 S ,

来进行讨论
,

不失 一 般

性
,

设 S = {1
,

一

2
,

一
,

价
,

这时恰有
:

A f“ (j (1 )
,

f(2 )
,

⋯
,

f(n )) (2
.

2)

我们采用符号动力系中惯用手法
.

把区间【l
,

川分成若干个部份
:

刀‘= (i
,

i+ 1) (i二 1
,

2
,

⋯
, ”一 1 )
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又记
: u .

二 m in {f (i)
,

f (i+ l)}

z, ‘二 m a x {f(f)
,

f (i + 1 )}

马二
sg n (f(f+ 1 ) 一j (玄) )

⋯
, 打一 1 )

于是当 认> 如 时
,

了把 J ‘
映成 (均

,
伪)

,

当 。‘= v , 时
,

了把 刁‘
映为一点 j( i)

.

此外
,

当刀 ,

= 1时
,

了在 刁 。
上增

‘

, D ‘= 一 1 时
,

了在 刁 ‘
上减 ; D ‘= 0 时了在 刀

‘
上为常数

.

考虑由 n 一 1 个非负整数 1
,

2
,

3
,

⋯
, 。一 1 所组成的无 穷列

:

I二 i
。i ; i: ⋯ 1 . ⋯ (1《 i。《

n 一 1 )

所有这样的无穷列组集合M
.

再引入

定义 1 设

I = i
。
i; i: ⋯ i , ⋯ 〔M

如果满足条件
“枯《i。

+ : < 口纽 (左二 0
,

1
,

2
,

⋯ ) (2
.

3 )

则称为 f
一

可允许的
.

所有 f 可允许的序列组成M的子集M
, .

由定义可知
,

对于序列 I = {‘, }桩M
,
恒有

D i。今 0 (2
.

4 )

由此
,

可以在M
, 上引入序关系

:

定义 2 对于序列 I
,

J(M , 且 I护 J
:

I = fo 12 12 ⋯ i , ⋯

J= j
。

j, j
:
⋯ j, ⋯

约定
:

( i ) 若 10 < j0
,

则 I < 八

(11 ) 若对 l= o
,

1
,

⋯
,

秃一 i 有 f: = j:
,

但

D ‘。刀尔
二 D 八

一 :
·

i* < D i。
·

D 尔
二 刀午

,
·

j
。

(2
.

5)

则 I< J
.

易知
,

在上列定义之下
,

M
, 成为全序集

.

对于 了的定义域中的任一点 二《 1
,

们
,

如果存在正整数 掩
,

使 了
“(劝为整数

,

则称 二 为

f 的平凡点
,

否则
,

称 二 为 f 的非平凡点
。

显然
,

要弄清 了的 周 期 轨的型
,

只需考虑那些

非平凡点组成的周期轨诊 以及由整数点组成的周期轨即可
.

下面
,

我们把【1
,

川中的每个非平凡点 x ,

与M
, 的一个元素对应

:

定义 3 设 二〔【1
,

司是非平凡点
,

令

i , 二 〔了
白(二 )〕 (左二 o

,

1
,

2
,

⋯ ) (2
.

6 )

这里〔
·

j表整数部分
.

(因而 (2
.

6) 意味着 了
“ (川〔才‘。)

.

记

I(劣) = i
。
i

,
公: ⋯ f, ⋯

称序列 I (劝 为 二 (在 了作用下 ) 的踪迹
.

易知有
:

引理 1 对 f 的任一非平凡点 二 ,

总有 I( 幼〔M
, .

引理 2 对于 f 的两个非平凡点 二 与 y ,

当 二< y 时有 I( 劝《I( 功
.

引理 3 若非整数 x 是 了的 。一

周期点
,

则 I (劝 必为循环序列
,

其最小循环节的长度 d

是 m 的约数
.

定义 4 设 二〔〔1
,

川
一

是任一点
.

如果有 J〔万
才,
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J = j
。

j, j: ⋯ j* ⋯

使得

了
, (二 )〔J s。 (2

.

7 )

(这里J 表刀的闭包)
,

则说 二 与 J 相匹配
.

记作 二八J
.

显然
,

同一个 戈可以与不同的 J 相匹配
.

反过来
,

同一个 J 也可以 与不的 二相匹配
。

但我们仍可 以有
:

引理 4 若 x ,八入
,

凡八人
,

如果 J , < J
:

且 二 : 斗凡
,

则 二 , < x 2 .

引理 5 对任一个循环序列 J〔M
了 ,

至少有一个 子的周期点 二 使得
:

( i) 若 劣 是平凡的
,

则 二八 J
,

若 二是非平凡的
,

则 I( 劝 二 J ,

(i i ) , 的周期恰为 J 的最小循环节的长度 ;

(i 11) 由 J 可以在有穷步骤内唯一地确定 二 所生成的周 期轨的型
.

以上诸引理都可用熟知的手法证明
,

只有引理 5 (ii i) 要说明一下
:

以 J。 记把 J 的前k个

元素删去后得到的序列(寿二 o
,

1
,

2
,

⋯ )
,

显然有 f
介(劝八J。

.

由于 二 的周!期 二恰等 于 J 的

最小循环节之长
,

故对于 k = 0, 1
,

2
,

⋯
,

。一 1 ,

诸 J , 互不相同
.

于是根据 J
,

之 间钓大小

次序可以排出 f
七(x) 之间的大小次序

,

从而唯一地确定 二 所生成的周期轨的型
.

这样
,

为了确定了的所有 , 一

周期轨的型
,

有必要考查M冲所有那些最小循环节为 m 的

序列
.

因为每个这样的序列确定的型都是 了的某个周期轨的型 (当然
,

要删去那些重复的)
。

反过来
,

这样做是否已经够了宁 为了不遗漏m 一

周 期轨的所有的型
,

是不是还要对m 的每个约

数d 考查那些最小循环节为d 的序列 ? 下面的引理告诉我们
,

这是不 必要的
.

引理 6 设 正〔1
,

川是 了的非平凡点
,

且是 了的 m 一

周期点
,

但 I(幼的最小循环节长度

d < 。
,

则存在整数 二气 尹 也是 f的 m
一

周期点
,

且尹 所生成的周期轨与 劣 所生 成 的周期

轨有相同的型
.

证明 记 g 二了
‘(劝

,

则 I(劝 二I (y )
.

这表明
,

对任一非负整数 为
,

了
含(x) 和了

“(功 落在

同一个小区间 刁
‘内

.

也就是说
,

了在区间 吁
“

(劝 ; 了
“(y) 」上是线性的

.

这里我们按习惯用

[a
;
用记区间〔a

,

刀1或 ,
,

司中之一
记 尸二了

“ , g = 严
.

又则 m 二 d
·

l
,

则有 尸= 扩
.

设

I(劣)= f。了; ⋯ i , ⋯

由于 二 和 y 都是 F 的不动点
,

故 F 在 〔二 ; 川 上是恒同映射
.

按 子之定义及 I (幻〔M
, ,

可

知在刀‘
。 ,

刀i汪 ,

⋯ , 刀俗
,

上均有 }尹}》 1
.

但又由 F
,
= (了哟 = 1 ,

可知在每 个 才‘* 上 均 有

!孙 二 1
.

也就是说
,

了恰恰把每个才‘、映成万‘
: .

亦即 g = 尸恰将才‘
。

映到 自身
.

由于g( 幼

= y ,

故 二, y 属于 g 的同一个 卜周 期轨
.

显然
,

只能有 l= 2
,

从而 g( 功二戈

为确定起见
,

不妨设 二< y. 我们指出
:

若取刁‘的左端 ‘。为沪
,

则尹 也是 了的 m 一

周

期点
,

并且 二份 生成的周期轨和 二生成的周期轨有相同的型
.

事实上
,

由于 g 在 刁‘。上线性
,

又知 g( 劝 二y 和 g( y) 二 二,

而且 g 把整数尹变为整数
,

可知有 夕(‘。)二‘
。
+ 1

, 夕(‘
。
+ 1 )二公

。 .

这表明 ‘。和 i
。
+ i 属于 了的同一周期轨

.

其周 期 t 是 二

的约数
。

其次
,

由于 了恰把刁‘,
映成刀‘

: ,

可见 才‘。 ,

刁 i, ,

刁‘
: ,

一
,

J ‘d 一 :

两两不同
.

否贝叭I (劝

的最小循环节将小于 d 了
.

但是
,

在 了作用下
,
‘。 和 ‘。+ 1 将跑遍诸 才 i, 的 全部端点

,

这些

端点至少是 d + 1个
.

从而 ,) d + 1> m / 2
,

这表明 t二。
.

进而表明 刁‘. ,
J 红

,

~
,

J 如
是两两不相交的

.
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现在
,

我们有了两个m 一

周期轨
:

{, ,

了(, )
,

⋯ ⋯
,

了
“ 一 ‘(二)}

{“气 了(x
井 )

,

⋯⋯
,

子
, 一 ’(二并 )}

,

剩下的是要证明这两个周期轨有相同的型
.

为此
,

只要证明
:

对 任 意 的 正 整数 。( k < I(

m 一 z
:

,

当尹(二)< 了
‘(, )时必有了

“(二协 )< 了
‘(二朴 )

,

并且 当f
‘(二) < 了

七(二 )时必有了
‘(二苦 ) < 了

今 (x 井 )

即可
。

由于 二 和二, 属于同一个区I’ed J ‘。 ,

故 了
, (二, )与了

, (x )属于同一个J 、、 ,

而了
‘(二 , )与 了

‘(二)

同属于J i, ,
.

当J , 、不同于 刁‘,

时
,

所要的结论显然成立
.

如果 J ‘、二J i, ,

即 I= k + d 时
,

必有 了
‘(二) = 子

七 (y )
,

记 沪 = i。 + 1二子
d (二补)

,

有 了
‘(二朴) = 了

今(沪 )
.

由 二釜< 二< g < 梦朴 及 了在

J ,
:

上的单调性
,

可知 了
,

(二) < 了
“(g )蕴含了

, (沪 )< 了
“(沪 )

,

且 了
, (y)< 了

“(二)蕴含了
, (夕, )<

了
含(二朴 )

.

这表明两个周期轨有相同的型
.

Q
.

E
.

D
.

于是得到
:

定理 1 对于给定的 f〔c (S
”

) 和企整数 m ,

有可行的办法以给出 了的所有 m 周期轨的

型
。

事实上
,

按引理 5 和引理 6
,

只要列出 M
,
中所有那些最小循环节长为 m 的序列并确定

它对应 的周期轨的型
,

再添上 f 的周期轨的型
,

删去重复的
,

便可以了
.

为了最终解决我们所提出的确定某型周期轨所蕴含的所有周期轨的型的问题
,

我们还需

要一个引理
:

引理 7 没 f〔C (S
,

)
,

s
.

c 【
a ,

句
,

而连续函数 甲(x) 是 f 在【a
,

如上的一个 开 拓
.

则

对子 了〔L (S
。

)的任一周期轨 {构
,

为
,

⋯
, 二。一 ; }

,

均存在 甲 的周期轨 笼z0
,

zl
,

⋯
, z , 一 : }

,

使这两个周期轨有相同的型
.

这个引理从直观上看是显然的
.

但证起来颇费唇舌
.

作为附录
.

现在便可得到

定理 2 设 f〔C (S
。

) ,
对于给定的有序点组上的 自映射的型A

,

可以用能行的步骤确定

出一切满足条件A司B的 , 一

周期轨的型B
.

这里m 是给定的正整数
.

作为特款
,

对于具体给定的两种周期轨的型A 与 B
,

究竟是A 司B
、

B 司A
、

或二者 同时

成立
、

同时不成立
,

也就有办法判定了
.

附录 引理 7 的证明

此处对第二节中提出的引理 7 给出一个证明
.

为此
,

我们先做一些准备工作
,

定义0
.

1 设了
:

R , R 是实数轴到实数轴上的连续映射
,

I二〔。
, ‘

妇c R ‘ 称 f在 I 上是 伪增 (减)

的
.

如果对 V x 打nt 五

f(a)《f(x )< 了(6 )

(f(a )> f(二)> f(b))

并称 I是了的一个伪增 (减 ) 区间
.

定义。
.

2 设 I
,

J是 R 的两个内部非空的闭子区间
.

如果 m ax l( 。 in J
.

则称 I 小于 J
.

记为 I< J
.

引. 0.1 设 了
:

I时 R 是闭区间到实数轴上的连续映射
·

如果有 I 的一串闭子 区 间 10
,

人
,

一 几
·‘

敞 Ie

与
:

一
几

. 1一I0( I

与标I(I)
。J)

.

则存示
。。I。

,

使I’( 动 . 二。,

Il( 、)(I
.

(‘一。
,

,
, .

”

“一 1)
。
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该引理证明平凡
, ,

略去
。

引班 。
.

2 设f
:

I , R 是闭区间到实数轴上的一个连续映射
,

J 二〔。
,

幻c l
,

I : < 了
2

< ⋯< I
。

是 I 的

”个两两内部互不相交的闭子区间
.

如 果 f(J )。 U l .

应一 1

则当了(。 )< f(b) (j( a) > f(b )) 时
,

存在 f的 n 十 1 个伪增 (减) 区间 J’
,

Jl < 几< ⋯< 人
.

(JI> 几> ⋯> 人)

U J‘c J
‘

〔J 满足 f(J
‘

)二 [f(a )
,

f(b )]
,

f(J
.
), 1 .

(i二 1
,
2

, ·

⋯ 。 .

)

证明 设 J“ [ a
‘ .

b
‘

1
.

1 ‘= [ a
‘,

b‘] (i二 1
,
2

,

⋯
, ”)

.

( 1 ) f(a )< f(b)

取 a ,

= 扭 a x {x (J If(戈) = f(a )}

b
,

= m in {a < “《b }f(劣 )二 f(b )}

显然
,

J’二〔a’
,

6, Ic J是 f 的一个伪增区间
,

且 了(J
,

)二〔了(a)
,

了(b )〕
.

令 e i , m in {劣(J
,

If(劣)= a i
}

d : = m in {c
i

< 劣( b
‘

If(‘)二 b
:
}

e ‘二 m in {d
‘一 ,

《 义《b
,

If(劣)= 。 .
}

d .
, m in {c

.

< , 《 b
‘

If(二) = b ‘}

(i二 2
,

3
,

⋯
, ”)

由于对 1《‘《。 , a ‘< b . ,

故由上述做法知存在 f的一个伪增区间 J‘c [c
‘,

d ‘

1c J’

满足 f(J
‘
)二 I

‘.

又由于 [ e
‘,

d ‘

1< [ e
‘+ i ,

d
. + :

]
.

故 J ‘

< J。+ :
心i二 1

,

2
,

⋯
, n 一 1)

.

( 2 ) I(a )> f(b )

此时
,

a’
,

b’ 的取法同(1)
.

且 J’是 了的一个伪减区间
,

了(r )= 〔了(b )
,

f(a )〕
.

令 d , = m a x {戏J
,

If(二) , a :
}

c i == , a x {a
,

《二< J :

11(劣)二b
l
于

d ‘= m a x {a
‘

《“《 e‘ . ,
!f(劣 )= a‘}

C . = m a x {a ‘

《劣< d .

!f(, ) = b
.
}

(‘= 2
,

3
,

⋯
, ”)

由于 a .

< b . ,

根据上 J
产

取法知日了的一个伪减区间 J‘c 〔几
,

d .

〕c J’ 满足

f(J
.
)。I‘ (“

1
,
2

,

⋯
, , )

.

且亩 [C
. + : ,

d ‘+ :

1< [ C
‘,

d .

]
,

故 J 。+ :

< J 。

(i二 1
,
2

,

⋯
, ”一 1)

.

Q
.

E
.

D

定理 (第二节的引理7) 设 l( C (S. )
,

S
o

c 〔a
.

b]
,

而连续函数叫川是 了在[o
,

b] 上的一个开拓
.

则

对于 介 L (5
.

)的任一周期轨 {殉
,

二 : ,

⋯
, 二一

:
}

,

均存在诚川的周期轨{20
.

毛
,

⋯
,

‘
. :
圣

,

使这两个周

期轨有相同的型
.

证明 如果 S
。

中含有与 {殉
,

, 朴
·

⋯ , 二
:
} 同型的周期轨

, ‘

结论显然成立
.

以下我们考虑 5 .

中不含

有与 {‘。
,

二 : ,

⋯
,

‘。
:
}同型周期轨的情形

.

此时 二。是 f的一个非平凡点
.

由引理6
.

I( , 。)的最小循环节长为娜
。

设 I( 劣0) = 10 1 : ”
·

I一
:

10 11
,
二I。

一 :
· , ·

⋯

由定义
,

I (x
。
)的前二个元构成了如下长为m 的素循环节 (即它的最小循环节长为。 )

,

了
,

I o ee 少 1 1
-.

.

” 一 J 游 , i
一才。 (A

.

1 )

了成(二。)(in tl
‘

(i二 o
,

1
,
2

,

⋯
,

。一 z)
。
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由于尹是了的一个连续开拓
,

根据引理。
.

2
,

存在闭区间 J . c l ‘

满足
:

了在 1 . 上递增 (减)
,

则 中在

J ‘
上伪增 (减 )

,

且 , (J
.
)* 了(I

,
)

,

窟二 O
,

!
, ·

⋯ fn 一 1

显然 J0
一

乌Jl * ⋯ * 标 , J 。

(A.
2 )

是一个长为 m 的素循环节
.

如果{I
‘
}7--0l 中的元两两不同

,

则根据J ‘
的选择和引理。

.

1知
,

亩(A
.

2) 所导出的钾的一条 , 一

周期轨和 了

的周期轨{丸
, 劣 : ,

⋯
,

, 。 一 ,
}同型

.

如果{I
‘
}留 中含有相同元

,

不失一般性
,

设 10 在(A
.

1)中出现至少两次 ((A
.

l) 中最后一个 10 不计

在内)
,

且跟在 I。之后的所有不同元为

1 5 1

< I : :

< ⋯< 1 5 ,

(f> 1)

这里 10 , Is
‘

是(A
.

1) 中一个子节 (i‘ 1
,

2
,

⋯
,

t)
.

由此可知 J。在 (A
.

2 )中出现至少两次
,

且跟在 J0

之后的所有不同元为

Js :

( J s :

< ⋯ ( J s ,
(才> 1)

这里 J0 , J : .

是(A
.

2 )中一个子节(‘= 1
,

2
,

⋯
,
t )

.

如果 了在 了。上递增 (减)
,

则切在 了。上伪增 f减). 由引理“
.

,
,

存在 (I贸)f-l 和 (J罗)仁: ,

使得

了粱< 了鱿<.
二

< 了
劣

(> ) (> ) (> )

和 J戮< 了乳<.
”

< J
劣

(> ) (> )() )

使 理CI
。,

J罗cJ
。

满足 了在 I罗上递增 (减 ),

* 在 了罗上伪增 (减)
,

且 了(I; :)二 1 5 ‘ ,

, (J罗:)一 Js ‘ (‘二 ,
,

2
,

⋯
,

‘)

将(A. ‘)
、

(A. “
冲子节 10 , Is.

,

J0 , Js. 分别换为 I罗, Is.
·

烤卜Js. (,《 ‘铆 )
·

由此对应于

(A
.

1)
,

(A
.

2 )
,

我们分别得到了一个新的长为协的素循环节(A
.

3 )
、

(A
.

、

4)
:

几么月

一
几

_ : 一几 (A.
3 )

满足 了‘(‘
o
)(in t l :

,

日“使了k ‘(a l :)C S
。

(。I :表示区间 I:的端点
,

i‘ O
,
1

,

⋯
,

, 一 1 )
.

几儿人, ⋯一 几
_

产 几 (A.
4 )

满足对 。《 ‘《, 一 1
.

三l
‘

使叫a八)C S , .

且(A
.

3)和(A
.

4 )存在如下关系
:

如果 欢< 月睁八< 刀 (0 《‘
.

了《 , 一 1)
.

根据我们的作法
,

(A
.

3)和(人
.

1 ), (A
.

4 )和(A
,

幻相比满足

(
·
) 前者所含不同元的个数比后者所含不同元的个数多 (即不同元的个数增加了).

以下再对(A
.

3 )
、

(A
.

4 )中的重复元按上述方法继续进行处理
.

由 (
·
)知

,

经过有限次的处理后
.

可

得到如下两个长为。的素循环节

结上介-

一玲
一:

介二介叶一招
一‘

, 介

, 拮 (A
,

6 )

满足 i) 对于 。《‘
,

j《。一 1
,

‘斗j
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in tl护n in tl卜功
,

in tJ才n in tJ护“价
.

如果介 < 行
,

则 J犷< J

对 0《 ‘《 m 一 1
,

日k犷
,

尹

l,

(o《公
,

j( 杭 一 1 )
.

满足

、.声少、几j
.司刀.J二;‘

.通上

.曰火

了壳犷(a , 犷)c s
·

; l犷(aJ了)〔 s
·

iy ) 了‘(x
o
) (in tl犷 (0( i《川 一 1 )

根据引理。
.

1知由(A
.

6 )导出的沪的一个 二一

周期点 z 。满足 : ‘。 妇 (z 。)(i爪Jr(。《 i( , 一 ! )
.

iv )可知甲的周期轨{: 。
, z : ,

⋯: 二 一 :
} 和了的周期轨 {二。

, x , ,

⋯
,

‘二
:
}是同型的

.

由上述i) 、

Q
.

E
.

D
.
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