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摘 要

在循环加载下壳体结构的安定分析
,

特别是对于具有应变强化的材料制成的壳体结构的安定

分析具有很大的实际意义
.

文中对随动强化材料的安定定理有了进一步的认识并应用它去分析壳体结构箭安定载荷
.

对

于一个真实状态其残余应力与塑性应变之间是相关的
.

但我们在定理中所示的与时间无关的残余

应力场云升和与时间无关的几何容许的塑性应变场 万豁可以是不相关的
.

明确指出这点对于工程应

用带来很多方便
,

否则将是十分困难的
.

为此还给出了该定理的新的证明方法
.

我们还应用了上述定理对一个半球封头的圆柱壳体进行了安定分析
.

根据所求得的弹性解
,

各种可能的残余应力和塑性应变分布
,

结构的安定分析可归结为一个数学规划问题
.

计算结果表明应变强化材料的安定载荷要比理想塑性材料的安定载荷高出3。、40 嗬
,

这说明

在安定分析中考虑材料强化是重要的
,

可使壳体结构的设计承载能力有相当大的提高
,

同时对改

进目前壳体结构的设计提供了科学依据
.

只1
.

台J 月 「斗

对循环载荷作用下的结构进行安定分析有着重要的实际意义
,

由于不少工程材料具有应

变强化效应
,

如仍按理想塑性材料处理
,

近似性太大
,

结果也偏保守
.

本文就应变强化材料

的结构进行塑性安定分析
。

1 9 7 4年W
.

Pra g er 仁‘’
把随动强化概念引入安定问题

,

建立了刚性应变强化材料 的 安定

定理
.

L
.

C o r r a d i 和 G
.

M a ie r ‘
“’,

J
.

A
.

K 6 n ig t 3 ’提出了弹性
一

应变强化的安定定理
,

但

在应用方面除梁
、

析架等有计算实例外
,

其他的结构 (如壳体 ) 考虑强化的安定分析尚未见

到
.

本文对随动强化材料的 安定定理给出一个更明确的新的叙述
,

与之相一致的给出了一个

证明
.

在此基础上对一个壳体结构进行了具体的分析计算
.

二
、

随动强化材料的安定下限定理

关于在动载荷下考虑随动强化的安定下限定理
t ‘’

(原作者称之为动力安定定理)
,

在文

[ 4 〕中已给出了证明
.

本文为了便于实际应用我们将随动强化的安定下限定理重新给以更明

确的叙述
,

并给出了与这种叙述相一致的证 明
.

随动强化安定下限定理
:

如果能找到任何一个不随时间变化的残余应力场 叮, 及不 随时

间变化的运动可能的塑性应变场 否乙
,

叮, 与‘乙之间可以不相关联
。

若下式成立
:

.

卢文达推荐
.
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甲(。几十 厅几一a : 乙)< K

则结构具有安定性
,

式中q7 是屈服函数
, a乳是当材料假设为理想弹性体时 的 应力

,

强化系数
,

K 为与屈服应力a0 有关的常数
. 。

(2
.

1)

a 是 随动

、1声,‘

口19自

证明 设结构在循环载荷作用下在某瞬时

t 的应力
、

应变
、

塑性应 变
、

塑 性 应 变 率 为

山 , , 价, , 。
乙

, 渔乙
,

此状态可在应力空间内表

示 (图1)
.

由公式(2
.

1)
,

因口 升与时
,
可以是不

相关联的
,

所以满足条件 (2
.

1) 式的应力应变

状态只能是一个虚凝的状态 犷此虚凝的状态同

样可以表示在应力空间内
,

为了说 明的方便
,

可

将由分 量 (山 , 一 a 。几)及 (a 几十厅几一 a 歹几)组

成的向量平移画在 同一个屈服面内
.

根据应力

空间中屈服面的外凸性和法向规则
,

可以给出

下列不等式
:

〔(a
‘, 一 a心

, )一 (a乳 + 口万, 一 。忍f
, )〕‘乳》。

或写成 ra ‘, 一 (a九+ 。: , )〕, 了, > a (。犷, 一 , 犷
, )‘犷

,

由虚功原理可得
:

(2
.

2

{
; 〔a ‘, 一 (a。 + “。)〕〔“, 一 (‘: , + ‘: , )〕d犷一。 (2

.

3 )

式中 “, 是与沙‘, 相对应的应变率
,

可写成“
, = ‘7, + 叮

, ,

而 , 7, 是与应力状态 ( a
几+ 厅升)相对

应的弹性应变 率
,

而 叮
, = 0

,

这是因为 ( a乳+ 叮
, )满足 (2

. 、

1 )式
.

因
’

〔丙 , 一 (。几+ 口几)〕是

静力容许的而 口 ‘, 一此
, 〕是几何容许的

,
故 (2

.

3) 式成立
.

利用 (2
.

2)
/

式
,

(2
.

3) 式可写成
:

{
_

〔。‘, 一 (。几+ 。: , )〕[‘:
, 一 , 穿

, 〕‘: +
{

_

。(。犷
, 一 : 了, )‘犷

, d : 《。

J V J V

d ff
尽,, 刁t 飞J

; 月‘, , ‘La ‘, 一 ‘a 行 一叭 , )且 a ‘, 一 灭a.i , + 叮云, ’J“厂

+

{
; a (·‘

, 一 , 犷
,

, ‘·:广
, 犷, , d犷

}
《0

式中A
‘, 。 :是弹性柔度系数

,

或可写 成
:

d A / d t《 0 (2
.

4 )

其中
A 一

{{
; A ‘, , ·〔a ‘, 一 (a。+ 。: , ) : 〔a ‘, 一 (a 。+ 。:

, )〕、:

+

{
; a (·。一。:

, ) (·‘, 一 , ‘
, )d 犷

} (2
.

4 )

很明显月》 o ,

而d A / dt 《0
,

故 当时间 t大于某一定的 t,
值后d A / dt = 0

.

(2
.

2) 产式写成等式
,

即

[ (a几+ a二, 一a 。犷, )一 (a几+ 口二, 一a 忍几)J若了, = o

当 d A / d t = 0时可将

(2
.

5 )

如果屈服面严格外凸
,

则要使 (2
.

5) 式满足
,

物体内每一点必须满足下列两条件之一
:
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(a ) 。几+ a 李
, 一a心

, == a几+ 口二
, 一 a 百升

因而有 沪(a
‘, 一“几) = 卯(a 几+ 叮 , 一“ , 几)< K

-

即有 甲 (伪 , 一 ae 几)< K
_

表明这一解答是安定的
.

(b ) ‘丁, = o

这表明塑性应变不再增加
,

结构又呈弹性性能
,

也即处于安定状态
.

于是上述静力安定

定理得证
.

考虑强化材料的安定问题也可表达成为一个数学规划 问题
, 即

一

Ma
x 厂 , 。 、

S u b
.

to 切「厂, (a 锣) , + 厅下
, 一a ; 犷

, 」< K 了
(2

.

6 )

式中刀是独立载荷的组数
,

(a舜)
, 是第刀组单位载荷作用下的弹性应力

,
r , 是载荷系数

.

应用随动强化的安定下限定理
,

其关键是必须寻找 自我平衡的应 力场 叮, 和运动可能的

塑性应变场 : 犷
, ,

并且它们都与时间无关
.

三
、

考虑强化材料半球封头圆柱壳的安定分析

( 1 ) 弹性解

结构的弹性解
,

结果可见文【5〕
.

对较厚的壳体我们利用了有限元方法
。

( 2 ) 残余应力的选取

残余应力场选取的好坏直接影响安定载荷的准确性
,

它愈接近于真实的情况则所得到的

安定值就愈准确
.

所选残余应力场必须满足下列方程
:

叮
, , , = 。 (在域内)

叮声
, = 0 (在 力的边界上) } (3

.

1 ) N N

由此我们可以按如下方法确 定 叮
, :

把壳体在任一截面处截

开
,

卸载后该截面上如有残余力必然是一组分布剪力和弯矩

(见图2 )
.

很明显这组分布的剪力和弯矩是 自平衡的
,

它们

满足 自平衡条件
。

因而我们可以把上述那组分布剪力和弯矩

引起的弹性应力分布近似地作为残余应力场
.

这对于脉动循

环载荷
,

这样的选取可比较接近实际情况
,

因在零载荷时应

力必须满足屈服条件
.

故残余应力可近似地取为 厅‘丁
:

净件一戒
万 N

圈 2

厅二, = G (劣 : , 劣: , 劣 s,

N
。

)刀 + H (劣, , 劣a ,

丸
,

N
。)卫 (3

.

2)

式中 G (为
,

戈
,

‘
,

N
。

)和 H (xl
,

几
,

儿
,

N O) 分别为由单位分布剪力 N
。
及 单位分布弯矩

M
。

在结构内引起的弹性应力场
.

刀和刀是分布剪力和弯矩的乘子
.

改变刀和卫还可以在一定

范围内调节残余应力场 厅几
.

对于半球封头圆柱壳
,

可把球壳和圆柱壳连接处截于 (由于对

称性
,

只画出一半
,

见图2)
,

将该截面上的分布剪力N 和分布弯矩M 引起的弹性应力取作残

余应力 叮
, 。

形式仍如(3
.

2) 式所示
。

.
. 一

公
一

, 一

气
一

执兰
、

幻 少
一 户

一

‘ _

,
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( 3 ) 塑性应变 叮, 的选取

由于时, 必须 是运动可能的
,

且与时间无关
.

考虑到结构的对称性及受载倩况
,

结构破坏的机构形式
‘”’,

该结构有 以下几种可能的变形形式 ‘图3)
。

位移与塑性应变的关系
:

在柱壳中 (一L( 二( 0)

并 参 照

叮一芬
, :

卜
一

会
,

‘, 一 0, 、一
d :功

d 劣
“

在球壳中 (0 《功( 二/ 2 )

: 。== (。 e tg 功+ 。) / R, 万, = (d 。/哪 + 切)/ R

孔

一
,

种
一

斋)/
尸

,

, ,

一命(一斋)/w
旋转隽逮度 叻* d 切/ d 二 (一L《二《 0)

, 留 一

(一窝
一

)/n (、、豹
( i ) 模式 (a )

球壳没有变形
,

只有柱壳有变形
.

位移 二二k ,
(L一劝

, 口二。
,

其中粼是常数
.

JJJ 丫丫

了、、
一一

井
片

一{{{
111

lllllllllllll

___ 今 一 ‘

JJJ
{{{
lllllll

LLLLL 矛洲洲

‘

卜
一

:

廿
·

贪

_

2 “瓦
勺、

尸尸户

斗一 {毕
-

\长) 干夕
一

‘睁
一

补
· ;

,
_

」

}}}
一

!!!

iii !!!

自
‘

万

卜一
~

一J 左
- 一 -

-
、

一一4

口4 幼构的尺寸及旅称

姚

. 5

夕夕 钻钻
肥肥

。
材

。。少口\叮

少弋
L孟工上匀

,

注二

注续抽况及符号舰定
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~
: 、 一 ~

_ , 。 _ , , , , , ,

「 k
:

(L 一劣)
。 。

1
塑性应变

: ’乳= 「, 奋 ‘二
,

鱿〕= L
一

止丝、又~
,
”

,
”」

(11) 模式 (b )

球壳没有变形
,

柱壳有变形
.

位移二 = o
, 。二 v 。(L 一劝

,

其中
v 。是常数

.

塑性应变
: ‘犷

, = [‘落
, ‘二

,

花二」= 〔o
,
一 v 。,

o」

(111) 模式 (e )

球壳与柱壳同时有变形
.

位移
: 切柱= kZ (L 一劣 + R e o s刀)

, v 柱= 0 (一L《x 簇O)

功球= k : R s in (功一 刀)一 k : R (1一 s in 叮) 。0 5价
。球= 一k刃 [1一 e o s (叮一必)」+ k : R (1 一 sin刀)sin功} 卜斌劲
。球 = 一 kZR (1一 s in 粉)e o s功
。球 = 舜: R (1 一 sin”)sin价 }

‘”( 功《”,

式中棍是常数
。

塑性应变
: ; : , 柱 一 〔。;

,
, ,

,

‘:卜〔今
一 (L 一 , + R 。。 5 , )

,
。

, 。

〕

, 几球 二叫
, ,
二

,

鱿
,

衅

〔
‘2

e o s刀一 e o s
诱

sin 价
0
-

k
,

云
一 C t g中s

J 、 0] 卜、劲
在 O《功( 刀区域内没有塑性变形

,

而 刀由下式确定
:

T
几

一

厅 L招
一

又1 十。
一

少十 1 一 Z 月O,
一

J
任三、 l

兀
.

_

L l

玄一刀十艺沈
一
」

_

互「
R L

一 (几一 2 )一
T

, 。 , _ . 、

1
~

蕊币
,
肆口

-

一气1 一 s i n 刀少 l= U

乙J t J

式中 k = t/ T
, 。“

= ZL丫k R T

(iv ) 模式 (d )

位移 叨柱= 掩3 R e o s . , 。柱== 0 (一L《劣《o )

叨球 == 掩。Rs in (功一刀)一寿
sR (1一 sin 刀)e o s必

。球 = 一寿
:
R [ l一 e o s (刀一功)〕+ 秃

sR (1一 s in 冲)s in 必} (‘杯豹
却球 = 一 k 3 R (1一 s in , )e o s价
v球 = k

3
R (1一。in ”)sin必 }

‘”‘功( ”,

机是常数
.

塑性应变
:

, 犷
, 柱= 〔否琴

,

,勺球‘〔, 二
,

: 圣
,

花二〕。〔k
3 e o s”,

o
, o〕

, 导
,

花二
,

花
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翌仁甲丝
.

L S l n 尹
0

,

尸
匕 e t g功

,
秃3

式中 , 由下式确定

工
_

「
ZR L

兀
.

_

L
万一 冲十 2一厅一
乙 1 飞 」

, 、

L
一 吸2 一凡)一七厂 气1 一 s ln 冲)

J t

二O

知道了弹性解
、

残余应力分布及塑性应变分布后
,

料的安定问题的数学规划 问题成为
:

M a x 厂

再根据 (2
.

6) 式
,

则求解考虑强 化 材

S曲
.

: 。 诚厂a

舜
+ 叮

, 一 , 丁
, 〕< K }

屈服函数中取为 M is e s 屈服函数
,

如将其线性化后成为 T r e s o a 屈服函数
,

则上述 数 学 规

划 问题便成为一线性规划 问题
.

具体计算时在结构上选取众多的比较危险的点 二 , ,
二 2 ,

⋯ 二 , ,

然后对每一种可能的变形模式进行优化计算
,

而残余应力数值的大小及塑性应变数值的大小

在 优化过程中自行确定 (它们各 自的分布情况前面已确定)
.

比较各种变形模式的优化值
,

取最小的数作为安定载荷值
.

其计算结果如下列表1一 4中所示 (表中尸表示弹性极限压力
,

尹为容器的安定压力值 )
.

衰 1

. . . . . . . . . . . . 口. . .

}一兰
兰月
鲤里塑鲤

一

丝妙理,卜一}
. ,

, 、

卜
_

。 ,

一
,

1 夕一 P
‘
、 .

百J Lm m , } P
幼 / 口 O

一
/ U 。 } , 万 - 一 羚 .

I

—
{

—
一
⋯
- - -- - - - -

一卜
一 “

-

一}

}一竺
-

阵;二鲤生一{
一

二少
一一卜j 旦

二圣华一!
卜」竺

一

卜
一乡卫些

一

⋯
一 互里竺一{

一

竺巨旦生
一

}
卜竺一卜

一

竺!乒尸一⋯
一

j .43--9
一

⋯一 旦生些一}
卜‘竺

一

{一兰
⋯, ,兰

一

{一圣
~

{
~

些i互一卜,生竺色
一 一

}
}一卢几

一

{一; ⋯互了色一⋯一
3
卫些一{一些

2
竺一}

卜
一

.

丝一
~

{一钟凡
一
⋯一

, 几鹦一卜
一呼i塑

一

}
犷 严 { ‘

·

吧 }
二
“

·

粤 二 终STZ I

衰 2

L = SD 0 m m R = 1 2 5 0 m m t/ T ~ 0
.

8 3 3

三LLL = 50 0
~

R = 12的m m f/ T = 1
.

000

TTT (m m ))) P E
/ 口

。。 歹/丙丙 歹一 p E ““

66666
.

7 7 666 9
.

8 9 000 一一石云
一了为为

66666
.

0 3 111

⋯
8

.

了。。

一一
尹尹

555555555555555
.

2 9444444444444444444444

999 0000000 45
.

9 6马马

888 0000000 46
.

8 8 444

——
一一
—

一一一 T
.

6 9 666 4 5
.

3 7333
了了DDDDDDDDD

已已000 4
.

5 6 222 6
.

5 0 444 4 2
.

5 6 000

666 000 3
.

3 3444 5
.

3 2 222 3 8
.

82 111

444000 3
.

0 9 555

333 000 }}}

22222
.

3 3 0 一 3
.

D8 333

裹 4

L 二 5 0 0 m m R 二12 5 0 m m t/ T = 1
.

2 6

叮共
矿!份丽乏牙

,

⋯
~ 卜 、

屯几0 6 5 3 9
.

1 4 4
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将计算结果分别作成曲线如图 6 , 7 ,
8

, 9 所示
,

图中曲线 ( 1 )代表弹性极 限 值
,

曲线

(2 )
,

(3 )分别代表理想塑性时的安定下限值和上限值
,

曲线(4) 代表考虑材料强化时的 安 定

下限值
。

另外我们还对 L 二 1 00 m m
,
R = 5 1 m m

, t = T = 6 m m 的 较厚的壳体进行了计算
,

可得强

化时的安定载荷为洲a 。二= 1
.

8 3 72 x l。
一 ‘,

比弹性极限提高了

d = (p一 P刀)/ P
E x 1 0 0肠 = 5 0

.

6 7肠
.

从表中数值及曲线可 以看出强化材料的安定载荷比理想弹塑性材料的安定载荷要高出许

多
。

前者 比弹性
、

限可提高40 ~ 50 呱
,

而后者只提高10 肠左右
,

因此在进行结构的安定分析时

考虑材料的强化是非常重要的
,

它能大大地提高结构的承载能力
,

这为改进壳体的设计提供

了依据
。
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.
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