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摘 要

本文提供了一个求解受弹性点支的任意形状的膜的振动的新方法
.

将弹性点支反力看作是作

用于膜上的未知外力
,

求出了包含有未知反力的运动方程的精确解
,

利用弹性点支处位移和反力

的线性关系导出频率方程气
、

最后以受弹性点支的圆膜为例给出了其频率方程的具体计算公式
,

并

数值计算了受两个对称弹性点支的圆膜的固有振动频率
,

已! 令
.

J ! 厂万

有许多通用方法已用于求解任意形状的膜的振动
,

如差分法
t”

、

点匹配法
〔么 , 、

瑞雷一李

兹法
兀“’、 伽辽金法 ‘吞J 、

有限元法
‘.

]. 这些通用方法对解决任意形状的膜的振动是有效的
,
但

由于在这些方法中均使用 了运动方程的近似解和近似的边界条件 , 因而在计算高阶模态时并

不那么得心应手
,

一

且需使用容量较大的电子计算机进
一

行数值计算
.

此外
,

保角变换法
‘“’和常

位移线法少也早用于计算一些形状较为复杂的膜的振动
,
但在大多数情况下

,
仅能求出基阶

模态
.

早些时候
, N a g a

ya
『a’提出了一个求解任意形状膜的振动 的新

_

方 法 ,
并将之推广应用

到受刚性点支钓任意形状的膜的振动
‘。’,

获得了满意的结果
.

到 目前为止
,

还未曾见过对受

弹性点支的任意形状的膜的振动的研究报道
.

本 文进一步推 广了N a g a ya 的方法 ,
将弹性点

支反力看作是作用于膜上的外力
,
求出了包含有未知反力的运动方程的精确解

,
利用弹性点

支处位移和反力的线性关系导出频率方程
.

本文方法对受任意多个弹性点支的任意形状的膜
均睿挤淤

一拼之“ 碑
仁

一

卜 - 一

二
、

微 分 方 程 及 其 解

受弹性点支的任意形状的膜如图 1 表示
, 用切表示膜在垂直方向的位移

, 则在极坐标系

r’ 帅
,
膜的运动方程为 一

T [口
么w闰

r 么+ (1 /
r )口w / ar + (1 /

r , )。
2 , / 口6

么
〕丁 p 。, w / at

含二 g (2
.

1 )

式中
, r 是膜的张力

, p 是单位面积膜的质量密度
, t是时间 , q是作用于膜上 的 未知的弹性

点支反力
.

自由振动时
,
膜的位移和弹性点支反力可分别写成

.

潘立宙推荐
.

华东工学院科研发展基金资助
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切(r
,

0
,

t)== 牙(r ,

0 )sin o t , g (r
,

口
, t)二 Q(r

,

6)sin o t

将(2
.

2) 式代入方程(2
.

1 )
,

可得均匀膜的解为

(2
。

2 )

(2
.

3 )

式中

: ‘城,

牙(r
,

口)= (1 / T ) 艺 E
‘。〔A , 。J

。

(ar ) + F , 。 (r )」功, .

夕一 1 ” 一0

F , 。 (r )一漂{
,

口, 。 (君) { :
”

(a , ) ,
。

(a省)一 ,
”

(a r )y
。

(a省)}夕占
2 Jo 、 了 ‘’ 、

’
‘ ’

Q ,

一分{{
,

Q(·
,

。) , , ,
‘。

(2
.

4 )

口。2

a
一

=
一

T
, 勺 = 百

, ““ = 当 n》1时

功
: 。 = e邻。0 ,

功
2 ”二 sin 。夕

以上两式中
, 。是固有圆频率

, A , ,

是积分常数
,
几 (a r) 和 Y

。

(a r)

n 阶Be ss el 函数
, F : ,

(r )是方程 (氮l) 的特解
.

-

当膜在I个点受到弹性点支时
,
作用于膜上的支承反力可写成

分别是第一类和第二类的

~ 。
、

么 R
‘ 。 , , ‘ 。 ,

。 。
、

叼 tr , 口) == 一 ) ) r
二
O Lr 一 O‘)O 吸

卜妙‘)
二了 U ‘

(2
.

5 )

式中
, R ‘是第‘个弹性点支的支承反力

,
叔 , 一b‘)和叔e一 O ‘)是D lr a o d e lt a 函数

, b , 和 e ‘是

第‘个点支的极坐标
, I是弹性点支的总个数

.

由(2
.

4 )式和 (2
.

5) 式可知

I

Q少
, (r )二 一 E (R , 。/动

‘)占(r一 b‘)价}
。

(2
.

6 )

式中

价1
。

= e o s no ‘, 叻二
。
== s in ”e (2

‘

7 )

将(2
.

6) 式代入 (2
.

4) 式得到
日1 受禅性点文的任宜形状的成

F , ·(·)
一合鑫

R , ‘、Y
·

(· )‘
·

(·“‘)一‘
·

‘二 , y
·

‘·“‘, ‘, ;二‘一“‘,
(2

.

8 )

式中
, “(r 一b ‘)是单位阶跃函数

, u (r 动
. ) , 1对

r > 吞‘, 。(r 一b‘) = 0 ,
对r ( b‘

.

当膜 的形状

关于劣轴对称时
,
其运动可分解成对称振动和反对称振动

.

此时 ,
仅需分别取j二 1和j, 2 便

可求得对称振动和反对称振动的模态
.

函数可写成

如令 牙 = E 平
, ,
并将(2

.

8) 式代入(2. 3) 式
,
位移

附, 一

笋
一

鑫
二「A , ·‘ (二卜合户

R , ·笼Y
·

(一)‘
·

(·“·, 一‘
·

‘二 , 丫
·

‘·“‘, ‘

·

叮 , 一b’)叻1
.

」协, .

(2
.

9)
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式中的求和乙 对于反对称振动应取 。= 1
,

2
,

3
,

⋯
,

00
.

边缘固支的膜的边界条件为
.

(功)r 二 O

将上式沿膜的外边界展成F。。 ie r级数
,
有

(2
.

1 0 )

笋熏鑫
二‘’

, ·
“‘

乞 R , . T 二盖j诱, , 二。 对 j二 1
,

2 (2
.

1 1 )

式中

这
一

里了

2

贪{:
J
·

‘a二 , 必
, ·

协, , d 夕

!

一一一一,协牙别

(2
.

1 2 )
T 、‘一鬃!:

、Y
·

‘a二 , J
·

‘a“‘, 一J
·

‘a r · , y
·

‘a“‘, “‘
·

‘了
·

‘
, 。d “

求和艺 与前面求和乙是一样的
, , 二是膜边界的坐标值

,
对任意形状的膜

, 均可表示

为O的函数
.

当n ,

m 均截断到N + 1时 , (2
.

1 1) 式可写成下面矩阵形式

万
云

兄 R ; ‘

‘一 !

习 R J‘

n 夕= 0

(2
.

1 3 )

!
E间,�

·

!

月.

⋯

l-I饵卜
.

曰
I小翻侧喇攀
·

E 凡
‘

艺
‘. 1 n l

= O

、JlIll!!eeeeeslesesee

J,12,,N;

:
‘翻
。

:TTT习凡
‘

习
‘一 1 ” 护=

习 R
: ‘

‘一 1

习
月护= ( 2

.

1 4 )

艺凡
‘

习
娜一 I ” 护=

⋯
犷|!于!|.||L

式中
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由 (2
.

1 3 )式和 (2
.

14 )式可求得常数A , ,

为

I

A , 。 = 兄 R s . E ;
.

(2
.

1 6 )

式中

E } 只(三
, ;

,

心!二 : /l 酬 (2
.

17 )

这里
,

!D 盖
:

!二 (一 1》耐
.

}△孟
,

I是行列式体
J
l的代数余子式

,
}△二

。

{
一

是行列式 !八了I去掉第m 行

第n列的子行列式
,
由 (2

.

9) 式和 (2
.

1 6) 式可得

二
,

: 笋补
, ‘

氢
二〔E ,

·

‘
·

(二 , 一

合
‘V

·

‘二 , ‘
·

‘·”‘,

一J
。

(a r )Y
。

(ab
, )}

·

“(r一 b‘)沪{
。

」毋, 。

在弹性点支处
,
支承反力满足

R , .

= 一K
:

(附 )
: 二 6

: ,

。‘。
:

对 s二 1 ,

2
,

⋯
,

I

式中
,
K

e

是第s个弹性点支的支承刚度
一

‘

将(2
.

1 8)式代入 (2
.

29 )式可得

(2
.

1 8 )

(2
.

1 9)

息
* , 。

身
·

〔E ,
·

‘
·

(·“
·

,一音
‘Y

·

‘·“
·

,‘
·

‘·“·,KT
一一一

R

一 J
。

(a b
:

)Y
。

(a b‘)}
“(b

。
一 b‘)叻{

:

〕叻箩
.

因而可得到受弹性点支的膜的频率方程为
’

对‘== 1
,

2

B {
,

(2
.

2 0)

(2
.

2 1 )八U
即

B {
: + T / K

:

B ;
:

B ;
:

‘、‘

B ;
, + 犷/ K

r

式中

一

鑫
二〔E ,

·

‘
·

‘·“
·

, 一

合
‘Y

·

‘·“
·

,‘
·

‘·“‘,

一J
。

(ab
.

)Y
:

(ab
‘) }u (b

。
一b‘)砂{

.

1叻牛
.

一般情况下
, (2

.

12 )式中S 三
.

和T 忑蕊的解析值是难以求得的
, 只能数值 解出

.

(2
.

2 2 )

此外
, 对
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于边界用分段函数表示的膜
,
仅需将(2

.

1幻式分段积分即可
.

1 1 1 1

三
、

算 例

现以受弹性点支的圆膜为例
,
说明本文方法的使用

.

对 于半径为 R 的圆膜
, 丈禽

.

U )式可

解析求出为

S漂
二
二。。J

。

(a R ) 对 n == m , S盖
,

= 0 对林斗 爪

T 孟盖二 (e
,

/ 2 )笼Y
。

(a R )J
”

(a b‘)一J
。

(a R )y
,

(a b‘) }砂{
。

(3
.

1 )

、口,诬、
J

扭
.
吃
」

附一一
n对

T 抹~ 0 对”今 ,

常数刁 , 。可求得为

1
了性 了 . 二二二 -

2

I

乙 R , ‘{y
,

(a R )J
,

(a b‘)一 J
。

(a R )Y
,

(a b‘) }功}
,

/ J
,

(a R ) (3
.

2 )

由上 式可知

E I
。
= 鲁{v

。

(。* )J
。

(。。, ),-- J
二

(。尸)y
。

(动
‘) }, ;

。

/ ,
”

(。尸)
‘

(3
.

3 )

将上式代入 (2
.

22 )式可得

N

刀厦
‘= E 愁C{几 (a刀)了

。

(a 6‘)一了
.

(a 尸)y
.

(a‘. )}了
。

(动
.

)/ J
。

(a尸)

不云‘

一 {Y
。

(a b
。

)J
,

(ab
‘)一 J

。

(a b
,

)乙(ab
‘)手u 协一认)牙价{

, 护茶
。

(3
.

4 )
一

将上式代入 招遭1 ) 式可直接解出固有频率
.

对于 仅受

一个弹性点支的膜
, 日; 二 。, b : 二b ,

K
; = K

,
其对称振动的

频率方程为

{Y
,

(。R ) J
。

(a 6)一 J
,

(a R )Y
.

(口6 )}儿一2
"
兄ft-0

J . (a吞)
J

.
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.

T
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.
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lll OOO l 」」

丫丫丫
对于受二个对称弹性点支的膜

, O : = 0 , 日: = 而

b ; 二认二b ,
K

: = K
: = K

,
其对称振动的频率方程为

侧2 舜两个对称弃性点玄的. 幼

(
, : : +

一

异
一

)件
2 + 一

奋
一

)
一 , ,洲
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式中
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无论是受一个弹性点支的圆膜还是受两个对称弹性点支的圆膜
,

程均为
一

J
”

(a左) = 0

表 l 给出了受两个对称弹性点支的圆膜对称振动时的无量纲基频

可得到很好的结果
.

其反对称振动的频率方

(3
.

8 )
,

计算时仅取 N = 5 便
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K
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( ) 中的数值取自文献〔幻

.

四
、

结 束 语

本文给出了一个分析受任意多个弹性点支的任意形状的膜的振动的新方法
.

将弹性点支

反力看作是作用于膜上的未知外力
,
求出了包含有未知反力的 运 动 方程 的精 确 解 ; 应用

N o g o ya
方法将位移沿膜的边界F。盯 ie r级数展开

, 利用弹性点支处支承反 力与位衫的线性关

系导出了频率方程
.

算例表明
, 只要将求和项数取得适当的多

,
可求得 精 度 很 好的高阶模

态
。

一.J,
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上
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m e th o d o f e o n sta n t一d e fle e tio n e o n t o u r s ,

Jo u r n a l of S o o n d a n d 犷玄b , a *‘o n
,

27 (2 9 7 3)
.

[ s〕 N a g a y a ,

K
. ,

V ib r a tso n s a n d d y n a m ie r e s p o n s e o f m e m b r a n e s w ith a r b itr a r y s五a p e ,

月拼e r ic a” S o c fe t, of M e e h a n ic a l E n夕fn e e rs Jo u r ”a l of AP户11召d M e c ha ”玄c s
,

45

(里9 7 8 )
。

[ 9 〕 N a g压v a ,
K

.
,

·

V ib r a tio n o f a n a r b itr a r ily sha ped 也e m b r a n e w ith p o in t s u p p o r t s
,

J o u r n a l o f 5 0 。”d a o d 犷‘b r a 亡10 凡 es (1 9 7 9 )
.

V ib犷a tio n o f Arbitra r ilv Sha Pe d Me m br a n e s w ith

E la stie a l SuPp o rts a t Po in ts

Zh o u D in g

(E a s * C h‘n a l朋 ti才“*e o f T e c hn o lo 夕, ,

N a”jin g )

Ab忿tt扭 c t

T li is
,

p a p e r p r e s e n t s a n

e’w m 毛th o d fo r s o lv ing the 甲ib r a tio n o f a r bit r a r ilv sh a Pe d

m e rn e b r a n e s w ith e la stie a l s u PPo r t s ,a t Po in ts
.

T he r e a e tio n fo r e e s o f ela s tie a l s u P
-

p o r t s a t p o in t s a r e r e g a r d e d a s u n k n o w n e x te r n a l fo r e e s a e tin g o n the m e 扭b r a n e s
.

T 五e

e x a e t s o lu t io n o f th e e q u a tio n o f m o tio n 15 g iv e n
’

w h ie h in c lu d e s te r rn s r e p r e s e n tin g

the u n k n o w n r e a e t io n fo r e e s
.

T h e fr e q u e n ey e q u a t io n 15 d e r iv e d b y th e u s e o f th e

lin e a r r e la tio n oh ip o f th e d isPla e e m e n t s w ith the 寸e a e tio n fo r e e s o f e la s t ie a l su P po r t s

a t Po in ts
.

F in a lly t五e c a le u la tin g fo r m u la e o f the fr e q u e n e y e q u a tio n o f e ir e u la r

m e m b r a n e s a r e a n a lytie a lly p e r fo r m e d a s e x a m p le s a n d the in h o r e n t f r e q u e n c ie s o f

e ir e u la r m e也 b r a n e s w i亏h sy垃rn e t r ie e la s tie a l s u p p o r t s a t tw o Po in t s a r e n u m e r ie a lly

c a lc u la t e d
.


