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摘 要

本文提出测量平面应力状态厚壁圆筒残余应力时 S ac hs 公式的简低 特别提出了测量 和计

算具有轴向残余应力有限长厚壁回筒残余应力的方法
.

这些结果可用于研究火炮自紧身管内的残

余应力
。

一
、

引
·

言

.

测量厚壁圆筒内残余应力的方法首先是由
一

S a

吐
s

,

提出 的
,
因此被称 为 5 a o

hs 方 法
.

最

近几年该方法广泛用于自紧管 内残余应力的研究中
.

实践证明
, 利用 S a c

玩 方法测 里平面

残余应力是满意的
,

但用于测量有限长圆管内轴向残余应力是不可靠的
.

实际上
, S a c hs 公式不适合有限长圆管内的轴向残余应力

.

本文提出 S a c
hs 方法的推

广, 用以哪量有限长圆管特别是机械自紧管内的轴向
、

切向
、

径向残余应力
.

二
、

S ac hs 方法中残余应力公式推导

设厚壁圆筒处 平于面残余应力状态
.

当从其 内半径口同心切削到半径
r时 , 由于径向残余

应力a 奴r) 被释放
,
外表面产生切向应力口‘。(r)

.

根据 L a m ‘ 公式 ,

a . 。(r )
·

‘
2 r 2

护孟分么
a 梦(r ) (2

.

1 )

耳口,

a 于(r ) =
bZ 一 r 么

2 r 2
a . 。(r ) (2

.

2 )

我中6 是厚壁圆筒的外半径
.

’

把虎克定律

.

a . 。(, ) =
,

二
〔

r

一 (·) + ·。一(, )〕
(2

。

3 )

.

卢文达推荐
.
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摊德禾姗空代
r .

直接代入到怡
.

2) 就得到

宋 顺 成

a 季(r ) =
- E
1 一 v 么

b么一 r名 。

一

玄
r‘一 L“‘b 又r ) 十 v e , 。又r z J (2

.

4 )

其中E 为圆筒材料 的杨氏模量,

橄咖枷咖补奋南妙“杯
分别是由于厚壁圆筒从内

半径
a 同心切削至

: 时 ,
在外表面产生的切向应变和轴向应变

.

就是说
,
当厚壁圆筒从内半径

a 同心地切削到半径
: 时 ,

测量出外表面应变
。‘。(r )

, 。: 。(, )

即可由(2
.

5) 式计算出厚壁圆筒半径
r处的径向残余应力a 季(r )

.

由于平面残余应力满足以下平衡方程
,

d a 于
‘

一了二十
O r

吐二旦誉=0 (2
.

5 )

所以将(2
.

4) 式代入 (2
.

5 )即可得出厚壁圆筒
r
处翅向残余应力

a 季(r )的计算公式
,

E r b
么
一 r Z

a f(
r ) =

,

共
汾
凡二

一

石于
-

一

二
、

” 1一尹 L Zr

记 。‘。(
r ) + v。: 。

(
r ) = e ,

S a o h s 方法测量计算式
,

d
。 _ , _ _ 、 . _ _ , _ 、 ,

护 + 尸
。 _ , _ 、 . _ _ _ , _ _ 、 、

飞
一

) J L己 t卜气r J卞尹七名‘、r ) J ee 一下乙全一 t 己 ‘. 又r 少宁 v 尽 . 你、r ) J r 戈乙
.

七)
t. 了 ‘了 J

并把(2
.

4)
,
(2

.

6) 中有关的分子
、

分母同乘以 二就得到著名的

a 于(
r )=

E
1 一 v Z

A 。一A

2 A
(2

.

7 )

。叙约二
E

1‘, 盆 (d , ‘刁)号气一
幼 了1

d 日 A 。+ A o l
尸一二r 尸不 , 艺, .

2月
·

」
(2

.

8 )

其中 姓‘ 二尸 , A ‘二汕气

从以上推导可以着出

筒
·。

一 ‘

Sa o
hs 法测量公式(2

.

了)
, (2

.

8) 只适用于平面残余应力的厚壁圆

对于无限长具有轴向残余应力。令(的 , 常数的情况
, S a 。卜 法述给出了轴向残余应力的

测量计算公式
,

a 乳r) =
E 「

, , J 、

d 刁
一

‘

不
一二二「 1 Ld 卜一d ) 〕

- 万 一刀
l
-

护 ‘ L. 才1 」 (2
.

9 )

其中 对= e : 。
(
r
)+

, 。. 。(r ) , A 。= 劝
“, 通二群

“.

显然公式(2
.

9) 对于有限长厚壁圆筒残余应力的测量计算是无效的
.

三
、

S ac ha 公式的简化

在实际测量平面残余应力状态下的厚壁圆筒时
, S ac hs 公 式 (2

.

7) ,
(2

.

8) 应该予以简

化
.

既然在该状态下轴向残余应力 口季= O (例如圆筒高度不大时 )
,

那么当厚壁圆筒以内半
径

。同心切削到半径
r

时
, 由于残余应力释放在外表面产生的轴向应力a : 。(r) 也应该为零

.

根

据虎克定律
,

, 、

E
, , 、 . 、 , 、 ,

a : . Lr 夕=
, 二 : Le : . Lr j十 ,堵‘吞又r ) J
l
-

犷

(3
.

1 )
瘫

得出

e : 。(r ) = 一 v。‘。(r )

将 (3
.

2 )式代入 (2
.

4 ) , (2
.

6 )得到

(3
.

2 )
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a 季(
r ) =

吞名一犷
2 ,

。
一气蔽万 一L乙e二 Lr 夕J

‘ ,

(3
.

3)

a 季(
r )“

b
么
一r 么

2 r 晶
一

「二
·。。

守)卜今二
2

oE一 (r , ,
(3

.

4)

记 功= E 。。。(r ) ,
并把 (3

.

3 )
,

(3
.

4 )写成 (2
.

7 ) , (2
.

5 )类似的形式
,

a 季(
r ) =

A b 一A

2 A
(3

.

5 )

。 , (
·)一 (, 。一A) 么

一遨

沪 (3
.

6 )

其中 A = 群
2 , A 。二砧

“.

(3
.

5)
,

(3
.

6) 式即为简化的 S a o h s
法侧量公式

.

其优点在于不需要测量材料断白松忱
, 和圆筒的外表面应变

。: 。
(
r ) ,

简化 了测量参数
,
减少了侧量误差

,
从而能提高残余 应 力的

测量计算精确度
.

四
、

S a c hs 公式的推广

对于有限长度并存有轴向残余应力的厚壁圆筒
,

S a o h 息 公式是不适用的
. ’

因 此 需要进

一步推广
.

首先建立有限长度厚壁圆筒的圆柱坐标系
,
坐标原点取在圆筒的中心处

,
径向坐标为

r ,

轴向坐标为
二 .

圆衙内残余应力满足平衡方程

华
+

赞
+ · ,
尹一

。

曙
+

赞
+ 了

今
一。

(4 ‘1)

(4
.

2 )

、t了,a
分O

一一一一
rr当当

并且在圆筒端部
,

:
季

:
== 0 , a 季= 0

了
季

:

= 0
, 口f= 0

其电礼 为圆筒高度的一半
,

另外在圆筒的内外表面上
,

口季= O
, :

乳二 0

a 季= 0
, :

季
:
= 0

当
二= 2 。

当
之= 一 2 . } (4

.

3)

(4
.

4)

根据
:
于

;

的反对称性及 a 君的对称性
,
取

:
季

:

为比较简单的形式
,

: ,
:

一

资
二
(
: 2 一 : : )(, 一a )(r 一b),

: (, )

其中 f
: (r )为第一个待定函数

,
系数K 是 根据计算方便可任意选定的有量纲常数

.

满足边界条件 (4
.

3) , (4
.

4)
.

将(4
.

5 )代入 (4
.

2 )有
,

(4
.

5)

显然 (4
.

5 )

aa 于 1
, , 。 、

r「
_ _ , . , 、 ,

a b l
, , 、 . , 、 , , 、 , . , 、

、
一

云二 = 一 1 矛2 七2
-

一 z 奋j钊 乃r 一 艺La 十口j 个一二
一一

IJ I Lr少十伏一 a 少吠一刃 I ILr 夕r
u ‘ 名、 、L i J 户

(4
.

6)

积分(4
.

6 )得
,



1ld连 宋 顺
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成

1
。 _ , 、 , _

_

‘ ,

(r
_ _ , _ , : 、 .

硕 1
, , _ 、

叮“ 返充
一

L艺峥
‘

“少
一

z
一

」飞L
J r 一叭

。宁 。2 宁一于一

」了
‘、r 夕

+ (一a) (, 一“, f :
、

(·)

蛋,
f
名(r )

其中了
: (r )为第2个待定 函数

.

对于无限长圆筒并且。季(习 = 常数的情况
,

右端项
,

这种情况不在本文重点讨论范围
。

利用端部条件 (4
.

3) 可以确定了
:

(: ) ,

(4
.

7)

f
: (r ) 可以取 (2

.

9 )

1
,

(r
_ _ , . , 、 .

ab 〕
, , 、 . , _ 、 , 。、 , , , _ _

、

飞
J Z 气r 少= 一

.

犷 z 云凡! 石r 一乙 La 十 O j 十 、 IJ八 r j 一 气r 一 U
从

r 一 U j J l 又r Z r
任 J l 气L I J 工

.

(4
.

8 )

于是将 (4
.

5 )代入 (4
.

7 )得
,

‘

1
。 _ , 、 , ,

妇 (r
_ _ , .

一
, a b l

, , 、 . , _ 、 ,
_

。、 f . , _ _
、
飞

口石二 万犷 LZ Lz
’

2 刁
-

一 z 奋一君
‘

J ll 石『一 刁La 十口) 十 二 IJ八r 少十甘 一“八 r 一 oj J I

以j r
任人 1 _ :

、

3 ‘
, J ,

(4
.

9)
将(4

.

5 )代入 (4
.

1 )有
,

a 季一 a f
r

一会(二 : 一 3 : 么)(, 一 a
)(, 一。)了

: (r )
三、

.
卜 , ’ ;

记在截面
二二几/ 材 万上分布的径向残余应力和切向 残余 应 力 分 别 为 J 季

了,

(4
.

1。)得知它们满足以下平衡方程
,

(4
.

1 0 )

a季
矛 ,

则 由

嘿
+哎丝尸一 。

a r r

(4
.

1 1 )

就是说
,
在截面

: == ‘/ 斌落
一 ’

上的径向及切向残余应力分布自成平衡系统
.

如 果
’

在 该 截

面附近取一薄环
,
可以利用简化的 Sac hs 公式测量计算该截面上 的径向及切 向 残 余 应 力

口尹和a 季
J ,

a 。一

七与
、 ,

了一 (A 。一A) 兴
一“

留
功

(4
.

1 2 )

(4
.

1 3)

其中A = 二r Z , A 。二动
2 ,

必= E 。: 。(r )
. ’

为此我们定义 之= 礼 /研了截面为
“

优选截面
” .

考虑任意截面上 的径向及切向残余应力
,

可以 近似认为按比例变化一于 是 在 任 意截面

上
,

口季= a 梦
了+ 改

二 ,

日a 于
‘

一

(4
.

14 )

a 尹= 。尹+ 占(:
, r )a 尹

「

;
.

(4
.

15 )

其中 a 黔, a 季
了是由 S a o

hs 法测定的
“

优选截面
” 上的残余应力

:

,
叔

z ,
, )是任意截面上 的比

例函数
.

将(4
.

1 4 ) , (4
.

15 )代入 (4
.

1 0 )得
,

口d (
z , , )

口r

一

资(
· : 一3一, 、

乡
(一

。, (, 一“, f
二(·,

(4
.

1 6)

并根据(4
.

1 4)
, (4

.

15 )有
“

优选截面条件
”

占(:
,

丫) = 0 当
: ==

积分 (4
.

1 6) :

动了君‘
、

(4
.

1 7)
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(·卜 3一)

{;谕
(一

a , (r 一“, j
! (·, d

·+ “(·,
(4

.

1 8 )

其中c( z) 是待定函数
, 根据

“

优选截面条件
” (4

,

17 )
,

可以取c( 幻 ~ 。, 于是

‘(一 , 一

壳
(· , 一‘之

2

,

{;声
(

一
, (一“, f

!

(
·, d ·

(4
.

1 9 )

方程(4
.

19 )是一类特殊的沃尔泰拉积分方程
,
核函数为(r 一a) (r 一b) / 口于

J ,
未知函数为

f
: (r )

.

如果在圆筒某一截面上测得一系列占值
, 那么就很容易求得 f

: (r ) 的数值解
。

然后用

(4
.

1 4 ) , (4
.

1 5 )
,

(4
‘

5 )
,

(4
.

9 )可以计算圆筒内任意位置的残余应力J 于, “甲
, :
于

: , a 罗
.

测量占的合理位置应该选取圆筒端部截面
.

在截取
“

优选截面
”
薄环之前用 X 光方法可

测得圆筒端部的a 季(r)
, a 于(r) 值

.

然后截取
“

优选截面
”
薄环

, 用 S ac hs 法测得 a 梦
了(r) ,

a 乎
I
(r )值

,
从而适当用 (4

.

1 4 ) , (4
.

1 5 )确定一系列占值
。

附 录

积分方程(4
.

1的可以推广为下述一般形式
,

‘

F‘二 , 一“‘ ,

l:
K ‘二 , 。‘二 , d , +

}:
K ‘二 )。(二)d 二 (·、二、“)

其中尸(二)
,

叔川
,

K (川为已知函数
,

州川为未知函数
.

该方程为一类特殊的沃尔泰拉积分方程
.

以下给出关于该方程的数值方法
。

首先将方程 (A
.

l) 离散为如下形式
,

(A
.

1)

二(x
‘

)二 “(二
.
)名K (‘ , )。(‘ , )附 ,

、

‘一 1

+
名蚤〔

K (二, )。(二。 )+ K (二 . + 1

)。(二一 )〕评 . (‘一 ‘
,
2

,

⋯
, n ,

,

们 . 1

(A
.

2 )

亦即
,

; (二
‘

)二
公

(二
‘
)K (‘ , )。(“ , )附 ,

‘一 1

+习奋[K (二 , )。(二。 )+ K (二
, 一 ), (x 一 ), 砰。 “一 ,

,

2
,

一
”

协. 1

(A
。
3 )

其中二i( j= 1
,
2

,

⋯
,

川是在区间[a
,

妇上
, 个选定的求积节点

,

常数平了和评 , 是对应的求积系数
.

如果要求在

每个节点二‘(i = 1
,

2
,

⋯
,

n) 处
,

(A
.

3)两边相等
,

就得到关子。个未知函数值以, ‘
)(i= 1

,
2

,

3
,

⋯
,

哟 的 n个线

性方程
.

令
:

. 5= , (劣 i)
,

F
‘=

·

F (劣‘)
,

A . , 二 孟(劣 , )K (劣 i)

K (劣
.
)

B ‘了=

(A
.

3)式即可写为
:

{
(1《j《i)

(j> ‘)

F ‘一
名 ,

. ,。, 二 , +
名合[

B
‘,。, + B ‘,一。,一: 才, ( A

.

劝

写成矩阵形式为
,
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‘

.AW {时 + BW {夕卜 {F奋

记
, 、

H 二A钾+ B刃
一

则有
, -

什{u }“ {F 圣
-

其中A为满阵
,

B为下三角矩阵
,

W 及再为对角矩阵
,

{户}为已知向量
,

{时为待求向量屯

由(A
.

了)可以求得。(哟的数值解
. 、 · 厂

- -

例如
,

积分方程
l

一
。 r

(人
。

5 )

(A
.

6)

(A
.

7 )

“’

一
, , “ + , 一‘X

, + , )

l
万 / 2 。。S

一

譬
。(X )‘二 +

l
·。,

省
。(! )‘二

(
。、二‘晋) (A

.

8 )

其精确解为

“(“’司
s
玩誓

而由以上方法得到的数值解与精确解比较如卞
:

(A
.

9 )

~
月州. . . 暇曰 . . . . . . . 喇 . ~

. 曰. 月‘. . ‘, , 曰钾月 J

一
, ‘肠挥‘ . 曰 . . . 州 .

劣 : = 万/ 8

0
.

8 9 0 2

0
.

3 034

屯卜

劣3 = 兀1 4

’ . ’ 1. .

买祥
3
漏

”
’

一

!
‘ ”

~
’ 一

二
,

县扩
’

0
.

T6 6 7

0
.

7 78王

1
.

1 1 11

1
.

124 3

1
.

4 14 2

1
.

4387

训
L
.

es

l节 点

解解确值精数

从以上比较可以看出
,

数值解对方程 (A
.

1) 是很有效的
.

特别对子测量
,

计算有限长厚些圃筒的残余

应力时
,

F (x )不是解析表达式
,

而是一系列测量值
。

因此数值方法更有实际意义
‘ ·
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w e p r e s e n t the s im p lif元e a tio n o f S a e li s fo r坦u la s fo r the m e a s u r e m e n t

a n d e a le 认la tio n o f the r e s id u a l s tr e s se s o f th e ey lin d e r o n lv w ith t五e p la n e st r e s s e s -

F 任r th e r m o r e ,

w e Pr e se n t th e m e th o d fo r th e m e a s u r e

~
t a n d e a le u la tio 肠 o f 七he r e s id u a l

s tr e s s e s o f the ey lin de l. n o t o n ly w ith th e fin it e len 官t五 b u t w ith t旋 lo n g itu din a l

st r e s s
.

T h e s e e a n b e a p Plie d t o th e in v e s ti g a tio n o n th e r e s id u a l s tr e s s e s o f th e a u to ·

fr e tt ed g u n t u b e
.


